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数学 是 中 国 古 代 最 为 发 达 的 基础 科学 学 科 之 一 ， 从 公 
元 前 二 三 世纪 到 14 世纪 初 居 于 世界 数学 发 展 的 前 列 ， 是 当 
时 世界 数学 发 展 的 主流 。 

中 国 传统 数学 的 发 展 可 以 分 成 原始 社会 至 西周 中 国 数 
学 的 兴起 ， 春 秋 至 东汉 中 期 中 国 传统 数学 框架 的 确立 ， 东 
汉 末 至 唐 中 叶 中 国 传统 数学 理论 体系 的 完成 ， 唐 中 叶 至 元 
中 叶 中 国 筹 算数 学 的 高 潮 ， 元 中 叶 至 明 末 传统 数学 的 衰落 
与 珠算 的 发 展 ， 明 末 至 清末 西方 数学 的 传人 与 中 西数 学 的 
融会 等 几 个 阶段 。 本 书 着 重 介 绍 前 四 个 阶段 。 

中 国 传统 数学 有 自己 明显 的 特点 。 首 先 ， 与 古 希腊 将 
数学 看 成 思辨 的 产物 不 同 ， 中 国 传统 数学 注重 数学 理论 密 
切 联 系 实际 。《 汉 书 。 律 历 志 》 说 数学 “所 以 算数 事物 ， 顺 
性 命 之 理 也 ”， 但 是 宋 元 之 前 的 数学 家 几乎 都 不 关心 “性 命 
之 理 ”。 因 此 ， 数 学 家 在 人 研究 数学 问题 的 时 候 ， 自 觉 不 自觉 
地 页 彻 了 实事 求 是 的 思想 路 线 ， 正 如 南宋 数学 家 秦 九 韶 所 
说 “ 数 术 之 传 ， 以 实 为 体 ”。 因 此 ， 人 们 认为 数学 是 艰深 的 
学 问 ， 但 又 认为 不 是 不 可 以 研究 的 ， 正 如 金 元 数学 家 李 冶 
所 说 :“ 谓 数 为 难 穷 ， 斯 可 ; 谓 数 为 不 可 穷 ， 斯 不 可 。?” 

其 次 ， 中 国 传统 数学 以 计算 为 中 心 。 魏 数学 家 刘 徽 说 ， 
数学 “其 能 穷 纤 入 微 ， 探 测 无 方 。 至 于 以 法 相传 ， 亦 犹 规 
矩 度量 可 得 而 共 ”"， 道 出 了 中 国 传统 数学 中 数 与 形 相 结合 ， 
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几何 与 算术 、 代 数 问题 相 统 一 的 特点 ， 而 中 国 传统 算法 大 
都 有 强烈 的 程序 化 和 机 械 化 。 

第 三 ， 数 学 方法 正如 春秋 战国 数学 家 陈 子 所 概括 的 ， 
是 “ 言 约 而 用 博 ”， 因 此 学 习 数 学 要 能 “ 通 类 ”， 做 到 “ 问 
_ 类 而 以 万 事 达 ”。 这 类 抽象 性 术 文 〈 算 法 ) 表明 中 国 古 代 
数学 有 相当 的 理论 概括 。 这 是 中 国 古 代数 学 理论 研究 的 一 
个 重要 方面 。 

第 四 ， 位 值 制 在 中 国 传统 数学 中 有 特殊 的 作用 。 位 值 
制 的 思想 不 仅 体现 在 记 数 与 数学 表达 式 中 ， 而 且 贯穿 于 求 
解 过 程 中 。 这 大 大 方便 了 计算 。 

数学 著作 是 中 国 古 代数 学 成 就 的 载体 。 许 多 著述 将 中 
国 古代 数学 著作 统统 称 为 应 用 问题 集 ， 并 且说 都 是 “一 题 、 
_ 答 、_ 术 ， 概 莫 能 外 >。 这 种 概括 不 符合 实际 情况 。 实 际 
上 ， 中 国 古代 数学 著作 的 形式 有 不 同 的 分 野 ， 不 能 一 概 而 
论 . 《 九 章 算术 》 等 著作 的 主体 部 分 是 以 术 文 为 中 心 ， 采 取 
术 文 统率 例题 的 形式 ， 术 文 是 一 类 数学 问题 的 普 适 性 抽象 
性 的 算法 ， 就 是 陈 子 说 的 “类 以 合 类 ”而 不 是 “一 题 、 一 
丛 、_ 术 ” 有 一 部 分 著作 ， 如 《孙子 算 经 》 等 ， 确 实 采用 
了 应 用 问题 集 的 形式 。 此 外 ， 就 数学 内 容 的 高 深 程度 、 抽 
象 程度 、 严 谨 性 、 有 无 数学 推理 和 证 明 等 几 个 方面 看 ， 中 
国 古代 数学 著作 也 都 有 不 同 的 分 野 。 

中 国 传统 数学 著作 的 分 野 ， 特 别 是 刘 微 等 数学 家 的 数 
必 证 明 等 表明 ， 中 国 古 代 存 在 着 纯 数学 研究 ， 也 就 是 为 数 
学 而 数学 的 活动 。 一 个 明显 的 事实 是 : 就 实际 应 用 而 言 ， 
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《 九 划算 术 》 和 许多 数学 著作 提出 的 公式 、 算 法 ， 只 要 能 够 
无 数 次 地 应 用 ， 并 且 在 应 用 中 表明 它们 正确 就 够 了 ， 不 在 
数学 上 证 明之 ， 根 本 不 会 影响 它们 的 应 用 。 刘 徽 的 《 九 章 
算术 注 》 对 《 九 章 算 术 》 的 公式 、 算 法 进行 了 全 面 而 且 基 
本 上 是 严谨 的 证 明 ， 并 在 证 明 中 追求 逻辑 的 正确 、 推 理 的 
明晰 ， 这 显然 是 纯 数学 的 活动 。 对 计算 中 精确 度 的 追求 ， 
比如 ， 刘 徽 对 开 方 不 尽 时 提出 求 “ 微 数 ” 的 思想 ， 以 十 进 
分 数 通 近 无 理 根 ， 刘 征 、 祖 冲 之 将 圆周 率 精 确 到 3 位 、5 
位 ， 甚 至 8 位 有 效 数 字 ， 都 不 是 人 们 的 实际 需要 ， 而 是 纯 数 
学 活动 ， 是 数学 发 展 的 需要 。 z 

中 国 传统 数学 在 20 世纪 初中 断 ， 中 国 数学 开始 融入 世 
界 统一 的 现代 数学 ， 是 历史 的 进步 。 但 是 在 中 小 学 数学 教 
材 全 盘 西化 的 同时 ， 将 中 国 传统 数学 的 优秀 部 分 也 丢掉 了 。 
实际 上 ， 中 国 传 统 数 学 的 思想 和 方法 对 当前 数学 教学 与 数 
学 研究 仍 有 局 迪 人 作用。 河南 省 济源 五 龙口 小 学 运用 《 九 章 
算术 》 和 刘 徽 “ 率 ” 的 理论 与 珠算 方法 ， 改 革 小 学 数学 教 
材 ， 取 得 了 良好 的 效果 ， 使 一 个 偏僻 落后 的 山区 小 学 ， 变 
成 了 闻名 豫 晋 两 省 、 数 县 市 的 名 校 。 吴 文俊 从 中 国 传 统 数 
学 的 构造 性 和 机 械 化 特征 得 到 启发 ， 开 创 了 数学 机 械 化 理 
论 ， 登 上 了 世界 数学 的 高 峰 。 


第 一 章 
中 国 数 学 的 六 起 


一 一 原始 社会 至 西周 的 数学 


第 一 全 ”图形 观 念 的 形成 与 规矩 准绳 


图 1-1-1 裴 李 岗 文化 的 
方形 器 物 与 圆 形 磨盘 


—_ 
mm » 
和 


图 1-1-3 ”新疆 阿 斯 塔 纳 唐 
基 出 土 的 伏 闵 女 娲 执 规 矩 
织 钊 


和 类 在 与 自然 的 接触 中 ， 逐 渐 形 
成 图 形 的 观念 。 树 木 、 稳 禾 的 秆 茎 都 
尽 竖 直 的 ， 满 月 挂 在 空中 ， 太 阳 东 出 
西沙 ， 人 们 最 先 认 识 的 应 该 是 直线 与 

， 后 来 是 正方 形 、 三 角形 等 几何 形 
状 。 在 距 今 约 七 八 千年 的 裴 李 岗 文 化 
和 晚 一 些 的 河姆渡 、 窗 泽 、 仰 韶 文 化 
中 都 有 方形 和 圆 形 房 基 遗存 和 器 物 ， 
如 图 1-1-1。 裴 李 岗 等 文化 中 有 三 足 炊 
起 逢 ， 说 明 对 三 点 共 面 有 一 定 认 识 ， 
如 图 1-1-2。 

中 国 二 代 一 向 用 规 画 圆 ， 用 和 矩 画 
方 。 规 矩 起 源 于 什么 时 候 ， 历 来 有 不 
同 的 看 法 。 相 传 黄帝 时 的 便 发 明了 规 
目 和 准绳， 也 有 说 便 是 芜 至 时 代 的 。 
代 许 多 画像 砖 上 有 伏 义 手 执 矩 ， 女 娲 
手 执 规 图 。 图 1-1-3 是 新 疆 唐 阿 斯 塔 
纳 唐 莫 出土 的 织 昂 伏 义 女 娲 执 规 
矩 图 。 


第 二 节 ”十 进位 什 制 记 数 法 的 
形成 与 算 寿 的 创 息 


一 ， 数 概念 的 产生 与 结 绳 、 书 契 、 陶 文 数字 


人 们 对 数 的 认识 也 经 历 了 一 个 漫长 的 过 程 。 当 人 们 用 
一 个 数字 ， 比 如 2， 既 可 以 表示 2 个人， 又 可 以 表示 2 个 和 
果 ， 或 者 别 的 什么 的 时 候 ， 就 初步 完成 了 数 概念 的 抽象 。 
《 世 本 》 云 :“ 隶 首 作 数 。” 相传 隶 首 是 黄 带 的 臣子 ， 处 于 新 
石器 时 代 晚 期 ， 距 今 约 五 二 年。 

《周易 、 系 辞 下 》 说 : “上 上 古 结 绳 而 治 ， 后 世 圣 人 多 之 
以 书 活 。” 这 是 说 在 土 二 
一 般 指 伏 义 时 代 ) 人 们 用 
结 绳 与 刻 木 记 数 、 记 事 。 云 
南 有 的 少数 民族 在 20 世纪 
50 年 代 仍 然 使 用 结 绳 和 刻 


木 ， 如 图 1-2-1 便 是 解放 初 图 1-2-1 傈 傈 族 结 绳 
傈 傈 族 记 数 的 绪 绳 。 


随 着 文字 的 萌芽 与 发 展 ， 也 出 现 了 记 数 文字 。 出 土 的 新 石 
器 时 代 许 多 陶器 上 的 刻画 ， 有 的 被 认为 是 数字 ， 如 图 二 分 2。 


Hi Ue hs 


EA > X 三 
4 > Xxx 
TTrA^ 人 人 
A rie 
wee, ~. 
x J 过 


8 
图 1-2-2 记 数 陶文 


一 ”甲骨文 数字 与 十 进位 值 制 记 数 法 的 形成 


世界 上 通用 的 十 进位 值 制 记 数 法 最 早产 生 在 中 国 ， 诬 
商 的 甲骨 文 数字 是 现存 最 早 的 关于 十 进 制 记 数 法 的 资料 。 


(一 ) 甲骨 文 数字 


十 肯 文 是 用 怨 甲 和 曾 骨 进行 占卜 的 记录 。 甲 骨 文 的 正文 中 
出 现 的 数字 非常 多 ， 最 大 的 数 是 三 万 。 图 1-2-3 (1) 是 标 有 数 
字 的 甲骨 。 图 1-2-3 〈2) 是 一 到 万 的 基本 数字 。 从 一 到 四 都 是 
积 画 而 成 ， 与 算 筹 形状 一 样 ， 是 会 意 字 。 表 示 五 至 十 的 符号 ， 
一 般 认 为 是 假借 字 ， 但 具体 细节 上 各 家 的 观点 有 些 不 同 。 

有 的 甲骨 中 将 11，12，13，14，15，16，19 分 别 作 上 、 
-、 二 、s、x、1、y。 可 见 ， 甲 骨 文 已 使 用 十 进 制 记 数 法 ， 从 
最 小 的 基数 1 起 到 10， 及 100，1000，10000 都 有 专门 的 符 
号 。 利 用 这 13 个 符号 ， 可 以 表示 100000 以 内 的 任意 自然 
数 。 并 且 有 了 十 进位 值 制 的 萌芽 。 

商 周 金 文 的 记 数 法 也 有 十 进位 值 制 的 萌芽 。 


8 


二 
及 人 SS 百 \ a 

六 闸 y 
《甲骨 文 合集 》1686 片 人 


正面 有 大 量 从 一 至 十 的 
路 自然 数 。 


(1) 带 有 数字 的 甲骨 (2) 基本 甲骨 文 数字 
图 1-2-3” 甲骨文 数字 


(二 ) 十 进位 值 制 记 数 法 


十 进位 值 制 记 数 法 什么 时 候 完 成 的 ， 已 不 可 考 。《 合 经 ， 
经 下 》 说 : “一 少 于 二 而 多 于 五 ， 说 在 建 位 .” 其 《经 说 下 》 
说 :“ 五 有 一 下; 一 有 五 下 ,十 二 兢 。” 反 映 了 墨家 对 十 进位 
值 制 记 数 法 中 同一 数字 在 不 同 的 位 置 上 表示 不 同 的 数值 的 认 
识 . “经 文 ”是 说 : 一 在 个 位 上 表示 1， 故 小 于 2， 而 在 十 位 
上 表示 10， 则 比 5 多 。“ 经 说 ”是 说 : 从 个 位 看 1，5 中 包 侣 
有 1， 从 十 位 看 1，1 中 包含 有 5， 因 为 10 有 两 个 5。 可 见 最 
晚 在 春秋 时 代 ， 十 进位 值 制 记 数 法 已 经 相当 完善 。 


三 “计算 工具 一 一 算 禾 
(一 ) 算 筹 
算 筹 又 称 为 算 、 筹 、 策 、 算 子 等 。 它 一 般 用 竹 或 木 制 
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作 ， 也 有 用 象牙 或 骨 制 的 。《 老 子 》 说 “ 善 数 者 不 用 筹 策 ”。 
《 左 传 。 囊 公 三 十 年 》( 公 元 前 543 年 ) 记载 的 “ 交 ” 字 字谜 
说 :“ 史 赵 日 : 玄 有 二 首 六 身 ， 下 二 如 身 ， 是 其 日 数 也 。 士 
文 们 日 : 然则 二 万 六 千 六 百 有 六 旬 也 。” 交 字 拆 开 来 为 二 TT 
上 和， 即 26660 日 。 以 算 筹 为 字谜 ， 说 明 早已 普遍 使 用 。20 
世纪 以 来 在 战国 秦汉 莫 磊 
人 发现 的 算 筹 很 多 ， 图 1-2-4 
是 陕西 旬 阳 县 发 现 的 西汉 
算 筹 ， 其 形制 与 《 汉 书 。 
律 历 志 》 的 记载 基本 一 致 。 
算 短 是 宋 元 之 前 中 国 数学 罗 


家 的 主要 计算 工具 。 由 于 中 国 传 统 数 学 在 元 中 叶 之 后 衰微 ， 
那么 ， 中 国 古 代数 学 的 主要 成 就 是 借助 于 算 筹 完成 的 。 


(二 ) 算 筹 数字 


现存 资料 中 ， 算 筹 数字 的 记 数 法 则 最 先 出 现在 《孙子 算 
经 》 卷 上 ， 而 《夏侯 阳 算 经 》 更 为 完整 :“ 一 从 十 横 ， 百 立 千 
僵 ， 千 十 相 望 ， 万 百 相当 。 满 六 以 上 ， 五 在 上 方 。 六 不 积 算 ， 
五 不 单 张 。 如 图 1-2-5。 因 此 ， 算 筹 数字 分 纵横 两 式 ， 纵 式 
表示 个 位 数 、 百 位 数 、 万 位 数 …… 横 式 表示 十 位 数 、 千 位 数 、 
十 万 位 数 ……1 一 9 的 算 和 参数 字 与 阿拉 人 数字 对 应 如 下 : 


数字 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
纵 式 | 让 证 TT 
LL 山 丰 二 
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”用 这 种 纵横 相间 的 算 筹 
加 上 用 空位 表示 0， 可 以 表 
示 任 何 自然 数 、 分 数 、 小 数 
负数 、 一 元 高 次 方程 、 线 性 

程 组 与 多 元 高 次 方程 组 。 

这 种 记 法 十 分 便于 进行 加 减 
乘除 四 则 运算 。 加 之 汉语 中 
的 数字 都 是 单 音 节 ， 容 多 编 
成 口诀 ， 促 进 筹 算 的 乘除 捷 
算法 向 口诀 的 转化 ， 并 了 奸 致 
图 1-2-5《 夏 候 阳 算 经 》 算 筹 记 数 法 书 影 ”珠算 最 述 在 南宋 产生 


第 三 节 ”数学 形成 一 门 学 科 


一 ” 九 九 表 与 整数 乘除 法 则 
一 】 无 九 家 


九 九 乘法 表 在 春秋 时 期 已 经 广泛 流传 。《 韩 诗 外 传 》 说 
齐 桓公 设 庭 糊 招 贤 ， 过 了 一 年 ， 没 有 一 个 人 来 。“ 于 是 东 寺 
有 以 “ 九 九 ” 见 者 ， 桓 公使 戏 之 日 : “ 九 九 足以 见 乎 ? 


= 夫 “ 九 九 ” 注 能 
耳 、: 而 狐 宪 之 ww 视 贤 于 九 九 
tt 植 公 加 5 .'"“ 疼 。? 
乃 国 礼 之 。 奉 月， 四 方 之 士 
相 导 而 至 作 ”。 说 明 在 春秋 时 
期 乘除 算法 已 经 是 家 喻 户 晓 
的 篆 识 。 出 土 的 九 九 表 人 竹简 
很 多 ， 以 2002 年 湖南 湘西 里 
耶 古 井 出 土 的 科 九 九 表 木 赎 
最 为 完整 ， 见 图 1-3-1。 


图 1-3-] 里 耶 出 土 的 九 九 表 


(二 ) 整数 乘除 法 则 


十 进位 值 制 、 算 筹 计 数 、 九 九 乘法 表 的 普及 ， 意 味 着 
整数 四 则 运算 在 当时 也 已 普及 。 

整数 加 减法 则 在 汉 唐 十 部 算 经 中 不 见 记 载 。 而 整数 乘 
除法 则 最 先 见 之 于 《孙子 算 经 》， 与 今天 自 个 位 乘 起 不 同 ， 
是 从 高 位 开始 乘 的 。 除 法 是 乘法 的 逆 运 算 ， 被 除数 称 为 
“ 实 ”， 除 数 称 为 “法 ”。“ 法 ”的 本 义 是 标准 。 除 法 实际 上 
是 用 同一 个 标准 分 割 某 些 东 西 ， 这 个 标准 数量 就 是 除数 ， 
故 称 为 “法 ”。 后 来 的 开 方 式 即 一 元 方程 的 一 次 项 也 称 为 
法 。 中 国 传统 数学 密切 联系 实际 ， 被 分 割 的 东西 ， 即 馈 除 
数 ， 都 是 实际 存在 的 ， 故 称 为 “ 实 ?。 后 来 开 方式 、 方 程 即 
线性 方程 组 的 常数 项 也 称 为 实 。 乘 除法 应 该 在 西周 时 代 融 
是 人 们 已 经 娴熟 的 方法 。 
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二 商 高 答 周公 问 及 用 和 矩 之 送 


高 高 ， 又 名 乃 高 ， 生 平 不 详 。 赵 更 说 他 是 “ 周 时 贤 大 
夫 ， 善 算 者 也 ”， 系 由 殷 商 入 周 的 数学 家 ， 是 记载 比较 确切 
的 中 国 古 代 最 早 的 数学 家 。《 周 佣 鼻 经 》 卷 上 记载 了 商 高 丛 
周公 司 : 

千 者 周公 问 于 商 高 日 :“ 窃 闻 平 大 夫 善 数 也 ,请问 古 者 
锯 师 立 周 天 历 度 ， 夫 天 不 可 阶 而 升 ， 地 不 可 得 尺寸 而 度 ， 
请 问 数 安 从 出 ?” 商 高 日 : “ 数 之 法 出 于 圆 方 。 圆 出 于 方 ， 
方 出 于 矩 ， 和 矩 出 于 九 九 八 十 一 。 故 折 矩 以 为 勾 三 三 ， 股 修 

， 径 隅 五 。 既 方 其 外 ， 半 之 一 矩 。 环 而 共 盘 ， 得 成 三 、 
四 、 五 。 两 矩 共 长 二 十 有 五 ， 是 谓 积 矩 。 故 融 之 所 以 治 天 
下 者 ， 此 数 之 所 生 也 。 

这 里 提出 了 勾 股 定理 的 特例 。 然后 商 高 阐发 了 方圆 与 圆 方 
的 关系 ， 周 公 发 出 了 “大 哉 言 数 ” 的 赞叹 。 

接着 商 高 阐发 了 用 矩 之 道 : “ 平 矩 以 正 强 是 确定 水 平 
线 的 方法 ， 如 图 1-3-2 (1) 所 未 。 “ 优 矩 以 望 高 ”是 用 甜 测 
量 物体 的 高 度 的 方法 ， 如 图 1-3-2 (2〉 所 不 。 “ 覆 和 矩 以 测 诈 
是 把 矩 倒 过 来 测 望 深度 ， 如 图 1-3-2 (3〉 所 不 。 “ 卧 矩 以 知 
远 ” 是 将 矩 平 卧 测量 物体 远近 的 方法 ， 亦 如 图 1-3-2 (2) 
所 示 。 


13 


已 4 人 QO 


本 一 4 六 


C A O P 
(1) (2) (3) 
图 1-3-2 用 乱 之 道 


三 ”数学 形成 一 门 学 科 

关于 贵族 子弟 的 教育 ，《 礼 记 ， 内 则 》 说 : “六 年 ， 教 
之 数 与 方 名 。 九 年 ， 教 之 数 日 。 十 年 ， 出 就 外 储 ， 居 宿 于 
外 ， 学 书 计 。”《 周 礼 ， 地 官司 徒 》 说 : 

你 攻 擎 谅 于 是 。 而 阐 国 了 以 诞 ，。 力 教之 和 六艺 。 一 生 五 

礼 x 三 四 六 和 。 三 日 一 射 。 四 目 互 骏 。 五 目 并 书 ， 庆 可 
光 数 。 
九 数 是 数学 的 九 个 分 文 。 其 细 目 已 不 可 考 ， 大 约 含 有 东汉 
郑 众 所 列 “ 九 数 ”中 方 田 、 票 米 、 训 分 、 商 功 和 和 劳 要 的 某 
些 方 法 。 数 学 成 为 贵族 子弟 的 一 项 必修 课程 ， 这 意味 看 它 
已 经 成 为 一 门 学 科 。 


第 二 章 
中 国 传 统 数学 框架 的 确立 


一 一 春秋 至 东汉 中 期 的 数学 


第 一 习 ”数学 家 与 数学 经 典 


一 ”庄子 百 家 与 数学 
(一 ) 儒家 与 九 数 


“ 九 数 ”之 名 见于 《 周 礼 》。 此 后 九 数 成 为 儒家 和 中 国 古 
代 关 于 数学 分 类 的 模式 ， 甚 至 就 是 数学 的 代名词 。 东 汉 郑 区 
(127 一 200) 引 郑 众 (? 一 83) 《 周 礼 注 》 日 :“ 九 数 : 方 田 、 
栗 米 、 差 分 、 少 广 、 商 功 、 均 输 、 方 程 、 赢 不 足 、 劳 要 。 今 
有 重 差 、 色 股 也 。” 郑 众 认 为 方 田 至 劳 要 是 先秦 固有 的 数学 门 
类 ， 重 差 、 勾 股 是 汉代 发 展 起 来 的 。 刘 徽 《 九 章 算术 注 序 》 
说 “周公 制 礼 而 有 九 数 ， 九 数 之 流 ， 则 《 九 草 》 是 恬 。” 就是 
说 ,“ 九 数 ” 在 春秋 战国 时 期 已 经 发 展 为 某 种 形态 的 《 九 章 算 
术 》。 春 秋 战 国 的 “ 九 数 ”是 西周 初 年 “ 九 数 ”的 发 展 。 


(二 ) 墨家 与 数学 


创立 墨家 的 墨 翟 ， 称 为 墨 子 。《 墨 子 。 墨 经 》 有 很 多 条 
目 具有 数学 含义 ， 反 映 出 墨家 特别 注重 培养 门徒 的 抽象 思 
维 能 力 ， 说 明 墨 家 具有 很 高 的 数学 造 证 。 
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《经 上 》《 经 下 》 大 约 在 公元 前 5 世纪 和 前 4 世纪 之 区 
成 书 ， 而 《经 说 上 》、《 经 说 下 》 大 约 在 公元 前 4 世纪 中 叶 靠 
前 。《 墨 经 》 涉 及 数学 的 内 容 有 记 数 法 、 倍 数 观 念 、 几 何 
学 、 无 限 观 、 数 量 比较 原则 、 逻 辑 推理 原则 、 整 体 与 部 分 
关系 等 很 多 方面 ， 为 我 们 认识 先秦 数学 的 发 展 水 平 提供 了 
极为 宝贵 的 资料 。 比 如 “图 ,一 中 同 长 也 ， 便 与 现今 圆 的 
定义 十 分 接近 。 

墨家 在 几何 学 上 有 一 种 追求 理性 ， 超 越 一 般 实 用 的 倾 
向 。 然 而 《 墨 经 》 中 的 数学 内 容 是 墨家 的 首创 还 是 取 目 当 
时 已 有 的 数学 知识 ， 书 闪 有 间 ， 无 法 判断 。 无 论 如 何 ， 在 
先秦 是 存在 着 一 种 重视 定义 和 推理 的 理论 数学 的 。 可 悄 ， 
这 种 形式 的 数学 在 秦 之 后 中 汤 了 。 


二 ”秦汉 数学 简 生 

白 1983 年 底 张 家 山 汉 简 《算数 书 》 出 土 以 来 ， 不 断 有 
战国 秦汉 数学 简 读 发 现 。 

(一 ) 秦 简 《 数 》 


2007 年 底 湖南 大 学 岳 莲 书院 从 香港 收购 了 一 批 桑 众 ， 
其 年 代 下 限 为 秦始皇 三 十 五 年 〈 公 元 前 212 年 )。 其 中 有 
220 余 枚 简 是 关于 数学 的 ， 如 图 2-1-1。 整 理 者 根据 0956 号 
简 的 背面 写 有 “ 数 ” 字 ， 将 其 定名 为 《 数 》。 含 有 分 数 四 则 
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运算 法 则 、 面 积 、 体 积 公 式 
以 及 聚 米 、 襄 分 、 少 广 、 赢 
不 和 下、 勾 股 等 类 问题 以 及 某 
些 算 术 杂 题 ， 内 容 相当 丰富 。 


(二 ) 汉 简 《算数 书 》 


1983 年 底 1984 年 初 在 
湖北 江陵 “〈 今 荆州 ) 张 家 山 
274 号 汉 莫 中 出 土 了 一 批 数 
学 人 竹简， 约 190 支 完 好 ， 人 
们 根据 第 6 枚 背面 的 3 字 将 
其 命名 为 《算数 书 》， 见 图 2- 
1-2。 存 70 个 小 标题 ，100 余 
条 术 文 或 解法 ，80 余 道 题 
目 。 其 内 容 含 有 分 数 四 则 运 
算法 则 、 比 例 算法 、 赢 不 足 
术 、 面 积 、 体 积 问题 的 算法 
以 及 在 干 算术 末 题 。 

此 外 ， 清 华 大 学 收购 了 
一 批 成 国税， 其 中 有 二 十 几 
枚 ， 形 成 一 份 大 九 九 算 表 。 
北京 大 学 也 茂 有 一 批 秦 简 ， 
其 中 有 400 余 枚 数学 简 。 这 
些 简 迁 正 在 整理 。 
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《 数 》 部 分 竹简 


《算数 书 》 部 分 竹简 


(区 训 ) 《 兽 》 吉 闪 由 温水 湾 中 


这 些 简 衣 有 相当 多 的 术 文 非常 抽象 ， 一 部 分 内 容 己 
《 九 章 算 术 》 相 同 或 相似 而 文字 古朴 。 但 是 它们 都 不 会 是 
《 九 章 算术 》 的 前 身 。 


三 ”《 周 骨 算 经 》 和 陈 子 


(一 ) 周 钥 算 经 


《 周 租 算 经 》， 二 卷 ， 如 图 
2-1-3。 中 国 最 早 的 用 数学 方法 
阐明 盖 天 说 和 四 分 历法 的 数理 
天 文学 著作 。 原 名 《 周 骨 》， 陈 
子 在 回答 荣 方 “ 周 钥 者 何 ” 的 
问题 时 说 : “ 古 时 天 子 治 周 ， 此 
数 望 之 从 周 ， 故 日 周 仍 。 骨 痢 ， 
表 也 。.” 可 见 “ 周 骨 ” 的 本 义 征 
用 竖立 在 周 城 的 表 竺 进行 天 文 
观测 计算 。 唐 初 李 淳 风 等 整理 图 21-3 《〈 周 牌 算 经 》 着 上 只 
“十 部 算 经 >， 方 加 “ 算 经 ”二 字 。 

《 周 散 算 经 》 不 具 作 者 ， 因 此 其 编纂 于 何人 是 学 术 鹤 长 
期 争论 的 问题 。 赵 爽 说 陈 子 答 荣 方 问 “ 非 《 周 骨 》 之 本 
文 ”， 可 见 《 周 藤 》 之 本 文 原 只 是 商 高 答 周 公 问 ， 后 来 人 们 
增补 了 陈 子 答 荣 方 问 等 内 容 。 它 最 晚 成 书 于 公元 前 1 世纪 。 
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《 周 钥 算 经 》 首 先是 商 高 答 周公 间 。 然 后 是 陈 子 答 荣 方 
问 。 接 着 《 周 仍 算 经 》 描述 了 盖 天 说 的 宇宙 模式 。《 周 仍 算 
经 》 的 大 量 计算 方法 中 都 用 到 繁杂 的 分 数 计算 ,说 明 人 们 
请 熟 分 数 四 则 运算 法 则 。 


(二 ) 陈 子 


陈 子 是 着 名 数学 家 、 天 文学 家 ， 和 生平 不 详 ， 大 约 活动 
在 公元 前 5 世纪 。《 周 藤 算 经 》 载 ， 来 方 在 学 习 数 学 时 感到 
困惑 ， 陈 子 批评 来 方 对 数学 “未 能 通 类 ”， 而 数学 方法 “ 言 
约 而 用 博 ”"， 因 此 和 学习 数学 要 能 “ 通 类 ”， 做 到 “类 以 合 
类 ”，“ 问 一 类 而 以 万 事 达 ”， 才 能 称 为 “知道 ”。 这 是 当时 
存在 的 数学 知识 的 总 结 ， 也 规范 了 后 来 中 国 传 统 数 学 著作 
的 特点 与 风格 。 


《 九 章 算术 》 和 张 苍 、 耿 寿 遇 


(一 )《 九 章 算 术 》 的 内 容 


《 九 章 算术 》 是 中 国 古 代 最 重要 的 数学 经 典 ， 含有 方 
田 、 栗 米 、 训 分 、 少 广 、 商 功 、 均 输 、 鳃 不 足 、 方 程 、 勾 
股 九 卷 ， 如 图 2-1-4。 它 含有 近 百 条 十 分 抽象 的 公式 、 解 法 ， 
246 个 例题 。 其 中 分 数理 论 、 比 例 、 胡 不 足 、 开 方 、 线 性 方 
程 组 、 正 负数 加 减法 则 及 解 勾 股 形 等 算法 都 是 具有 世界 总 
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义 的 成 就 。 它 奠定 了 中 国 传统 
数学 的 基本 框架 和 长 于 计算 ， 
以 算法 为 中 心 ， 算 法 具有 机 械 
化 、 程 序 化 、 构 造 性 的 特点 ， 
以 及 数学 理论 密切 联系 实际 的 
风格 。 


(二 ) 《 九 章 算术 》 的 体例 
和 编 焦 


1. 《 九 章 算 术 》 的 体例 

数学 史 界 和 学 术 界 篆 将 图 2-1-4 《 九 章 算术 》 书 影 
《 九 音 算术 》 称 为 应 用 问题 集 ， 并 且说 都 是 一 题 、 一 党、 一 
术 。 这 种 说 法 欠 妥 。 关 于 《 九 章 算 术 》 的 术 文 与 题目 的 关 
系 ， 大 体 说 来 有 以 下 几 种 情形 : 

__ 是 关于 一 类 问题 的 抽象 性 术 文 统率 若干 例题 的 形式 .， 
注 种 形式 往往 是 一 术 多 题 或 一 术 一 题 : 或 者 给 出 一 个 或 儿 
个 例题 ， 然 后 给 出 一 条 或 几 条 抽象 性 术 文 ， 而 例题 中 只 有 
题 上 日 、 答 案 ， 而 没有 术 文 ; 或 者 先 给 出 抽象 的 术 文 ， 再 多 
由 几 个 例题 ， 而 例题 只 有 题目 、 答 案 ， 亦 没有 演算 术 文 ; 
或 者 先 给 出 抽象 性 的 总 术 ， 再 给 出 若干 例题 ， 例 题 包含 了 
显 目 、 答 案 、 术 文 三 项 ， 其 中 的 术 文 是 总 术 的 应 用 。 总 去 
有 82 术 ，196 问 ， 约 占 全 书 的 80%， 覆 盖 了 方 田 、 聚 米 、 
少 广 、 商 功 、 盈 不 足 、 方 程 六 章 及 训 分 章 的 训 分 类 、 均 箱 
音 的 均 输 类 、 勾 股 章 的 勾 股 术 等 。 尽 管 它们 的 表达 方式 有 
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差异 ， 却 有 三 个 共同 特点 : 首先 ， 在 这 里 术 文 是 中 心 ， 题 
目 是 作为 例题 出 现 的 ， 是 依附 于 术 文 的 ， 而 不 是 相反 。 其 
次 ， 作 为 中 心 的 术 文 非常 抽象 、 严 谨 ， 具 有 普 适 性 ， 换 成 
现代 符号 就 是 公式 或 运算 程序 。 第 三 ， 这 些 术 文具 有 构造 
性 、 机 械 化 的 特点 。 

二 是 应 用 问题 集 的 形式 。 这 种 形式 往往 是 一 题 一 术 。 
其 术 文 的 抽象 程度 也 有 所 不 同 ， 有 的 是 关于 一 种 问题 的 抽 
象 性 术 文 ， 有 的 是 具体 问题 的 算 草 。 这 部 分 内 容 共 有 50 个 
题目 ， 全 部 在 衰 分 章 的 非 衰 分 类 问题 ， 均 输 章 的 非典 型 均 
输 类 问题 ， 以 及 勾 股 章 的 解 勾 股 形 等 问题 。 显 然 ， 这 些 内 
容 是 以 题目 为 中 心 的 ， 术 文 只 是 所 依附 的 题目 的 解法 甚至 
演算 细 草 。 

2. 《 九 章 算术 》 的 编 咎 

关于 《 九 章 算 术 》 的 编 繁 ， 是 学 术 界 长 期 争论 的 重大 
问题 。 现 有 史料 中 , 《 九 章 算术 》 之 名 最 先 见 之 于 东汉 灵 帝 
光 和 二 年 (公元 179 年 ) 的 大 司 农 狮 、 权 的 铭文 。 而 最 早 谈 
到 《 九 音 算 术 》 编 纂 过 程 的 是 刘 徽 。 他 说 : 

周公 制 礼 而 有 九 数 。 九 数 之 流 ， 则 《 九 章 》 是 侨 。 往 
者 暴 秦 标书 ， 经 术 散 坏 。 自 时 厥 后 ， 汉 北平 侯 张 索 、 大 司 
农 中 丞 耿 寿 昌 汉 以 善 算命 世 。 苍 等 因 旧 文 之 遗 残 ， 各 称 央 
补 。 故 校 其 目 则 与 二 或 异 ， 而 所 论 者 多 近 语 也 。 

刘 徽 的 论述 不 仅 为 先秦 典籍 的 蛛丝马迹 及 战国 秦汉 数学 简 
陵 所 证 明 ， 而 且 ， 若 在 《 九 章 算 术 》 中 剔除 训 分 章 非 误 分 
类 问题 、 均 输 章 的 非 均 输 类 问题 、 勾 股 章 的 解 匀 股 形 等 问 
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题 并 恢复 “ 旁 要 ”之 名 ， 那 么 《 九 章 算 术 》 的 内 容 不 仅 完 
全 与 篇 名 相符 ， 而 且 与 二 郑 所 说 的 “ 九 数 ” 惊 人 的 一 人 致 ， 
同时 全 都 采取 术 文 统率 例题 的 形式 。 这 证 明 刘 微 所 说 的 
“ 九 数 之 流 ， 则 《 九 章 是 侨 六 ， 是 言 之 有 据 的 ，“ 九 数 ” 确 
实 是 《 九 章 算 术 》 的 滥 筋 。 此 外 对 《 九 章 算术 》 物 价 的 分 
析 表 明 ,《 九 章 算 术 》 基 本 上 反映 出 战国 与 桑 时 的 物价 。 这 
为 刘 徽 的 论述 也 提供 了 佐证 。 

总 之 ， 张 巷 、 耿 寿 昌 删 补 《 九 章 算术 》 的 事实 是 不 容 
否定 的 。 自 清朝 戴震 起 否定 刘 徽 的 说 法 ， 是 站 不 住 脚 的 。 

张 苍 整理 《 九 章 算术 》 的 指导 思想 是 苟 派 颂 学 。《 九 章 
算术 》 以 解决 实际 问题 为 根本 目的 等 特点 ， 正 是 接受 了 有 
子 的 唯物 主义 思想 。 而 对 数学 概念 不 作 定义 ， 对 数学 公式 、 
解法 没有 推导 和 证 明 ， 也 体现 了 荀子 的 思想 。 


(三 ) 《 九 章 算术 》 规 范 了 中 国 传 统 数学 的 表达 方式 


《 数 》 《算数 书 》 等 秦汉 数学 简 读 的 数学 表达 方式 十 分 
繁杂 ， 没 有 同一 的 格式 。 张 巷 、 耿 寿 昌 编 定 《 九 章 算 术 》 
时 才 完 成 了 数学 术语 的 统一 与 规范 化 。 他 们 统一 了 分 数 的 


表示 ， 将 非 名 数 分 数 统一 表示 为 “b 分 之 a”， 将 名 数 分 


数 加 全 尺 (或 其 他 单位 ) 表 示 为 “m 尺 分 尽 之 a”。 他们 


统一 了 除法 的 表示 ， 先 指明 “法 ”， 再 指明 “ 实 ”， 而 对 抽 
象 性 的 术 文 说 “ 实 如 法 而 一 ”或 “ 实 如 法 得 一 ”， 对 非 抽象 
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性 的 具体 运算 说 “ 实 如 法 得 一 尺 (或 其 他 单位 )”。 而 对 发 
|] ， 则 用 “| 加 ， 和 几何 ?” 或 -I 二 几何 和 pa 对 
问题 的 答案 ， 张 苍 等 统一 采用 “昔日 ”来 表示 。 这 些 工 作 
实现 了 中 国 数学 术语 在 西汉 的 重大 转变 ， 是 规范 中 国 传统 
数学 术语 的 巨大 贡献 。 此 后 直到 20 世纪 初中 国 传统 数学 中 
断 ， 中 国 数学 著作 中 ， 分 数 、 除 法 、 答 案 的 表示 一 直 沿用 
《 九 章 算术 》 的 模式 ， 或 其 同 义 语 。 


(四 ) 张 苑 和 耿 寿 昌 


张 爸 ， 阳 武 〈 今 河南 原 阳 东南 ) 人 ， 西 汉 初 年 政治 家 、 
数学 家 、 天 文学 家 。 先 仕 秦 ， 掌 管 文书 、 图 书 ， 明 悉 天 下 
图 书 计 籍 。 公 元 前 207 年 ， 参 加 刘邦 起 义军 ， 因 功 封 为 北平 
侯 “〈 今 河北 满 城 )， 迁 为 计 相 ， 掌 管 各 和 郡 国 的 财政 统计 工 
作 。 他 善于 计算 ， 精 通 律 历 ， 受 高 祖 之 命 “ 定 章程 >。 吕 后 
衣 ， 张 苑 等 协助 周 勃 立 刘 恒 为 帝 ， 是 为 文帝 。 公 元 前 176 年 
张 苍 为 孙 相 。 公 元 前 152 年 去 世 ， 享 年 百 余 岁 。 张 区 “好 
书 ， 无 所 不 观 ， 无 所 不 通 ， 而 尤 善 律 历 ”。 他 确定 汉 初 使 用 
的 历法 ， 确 立 汉 初 的 度量 衡 制度 ， 肯 定 了 秦始皇 统一 度量 
衡 的 工作 ， 删 宰 《 九 章 算术 》。 

耿 寿 昌 ， 数 学 家 、 理 财 家 、 天 文学 家 。 宣 帝 (公元 前 
73 一 前 49 年 在 位 ) 时 为 大 司 农 中 簿 ， 在 张 苑 后 继续 删 补 
《 九 章 算 术 》。 他 “ 善 为 算 ， 能 商 功 利 ”， 建 议 “ 休 三 辅 、 弘 
农 、 河 东 、 上 党、 太原 郡 谷 ， 足 供 京 师 ， 可 以 省 关东 清华 
过 半 ”， 又 “ 令 边 郡 篆 筑 仓 ， 以 谷 贱 时 增 其 村 而 傈 ， 以 利 
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农 。 谷 贵 时 减 机 而 宁 ， 名 日 常平 仓 ， 民 便 之 ”， 和 省 收 到 了 民 
好 的 社会 效益 。 


第 二 节 ”分 数 、 今 有 术 与 伍 不 足 术 


一 ”分数 及 其 四 则 运算 法 则 


在 人 类 认识 史上 ， 人 们 认识 分 数 比 小 数 早 得 多 。 中 国 
是 世界 上 使 用 分 数 最 早 的 国家 之 一 。《 数 》、《 算 数 书 》、《 九 
章 算术 》 在 世界 数学 史上 第 一 次 建立 了 完整 的 分 数 四 则 运 
算法 则 。 


(一 ) 分 数 及 其 表示 


1 分 数 的 产生 

中 国 古代 分 数 的 产生 起 码 有 两 个 来 源 。 一 是 实际 生活 
中 数量 的 奇 零 部 分 。 刘 徽 说 “ 物 之 数量 ,不 可 悉 全 ， 上 必 以 
分 言 之 ”。 二 是 在 数学 上 ， 在 整数 除法 中 不 一 定 整除 ， 便 产 
生 了 分 数 。 

2. 分 数 的 表 不 

根据 《孙子 算 经 》 的 记载 ， 分 数 的 筹 式 记 成 二 行 ， 分 


母 在 下 ， 分 子 在 上 ， 如 分 便 记 成 图 2-2-1 (1) 的 形式 ， 若是 
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市 分 数 ， 则 记 成 三 行 ， 整数 部 分 在 上 上， 分 母 居 下 ， 分 子 居 
中 ， 如 18 了 便 记 成 图 2-2-1 (2) 的 形式 。 


图 2-2-1 分 数 的 表示 
(二 ) 分 数 四 则 运算 


1. 分 数 的 性 质 

《算数 书 》 有 几 条 讨论 了 分 数 的 性 质 ， 这 是 中 国 古 代 其 
他 数学 著作 中 所 没有 的 。“ 增 减 分 ”条 是 : “ 增 分 者 ， 增 其 
于 ; 减 分 者 ， 增 其 母 .” 它 的 意思 是 : 要 增加 一 个 分 数 的 
值 ， 便 增加 它 的 分 子 ; 要 减 小 一 个 分 数 的 值 ， 便 增加 它 的 
分 母 。 

2. 约 分 

约 分 是 化 人 简 分 数 而 不 改变 分 数值 的 方法 。《 数 》、《 算 数 
书 》 与 《 九 章 算 术 》 都 提出 了 约 简 分 数 的 约 分 术 。《 九 章 算 
术 》 约 分 术 是 : 

约 和 外 术 目 s 可 半 者 六 之 。 不 可 半 省 ; 央 置 分手 、 子 之 
数 。 以 少 减 多 ， 更 相 减 损 ， 求 其 等 也 。 以 等 数 约 之 。 
等 或 等 数 就 是 最 大 公约 数 。 求 等 数 的 更 相 减 损 程序 与 《 几 
何 原 本 》 第 七 卷 求 最 大 公约 数 的 方法 是 相同 的 。 可 以 证 明 ， 
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待 约 简 的 两 个 数 必定 是 等 数 的 整 倍数 、 

3. 合 分 术 与 减 分 术 、 课 分 术 

合 分 术 即 分 数 加 法 法 则 。《 数 》 《算数 书 》 和 《 九 音 算 
术 》 都 提出 了 合 分 术 。《 九 章 算术 》 的 合 分 术 是 : 

合 分 术 日 : 母 互 乘 子 ， 并 ， 以 为 实 . 母 相 乘 为 法 。 实 
如 法 而 一 。 不 满 法 者 ， 以 法 命 之 。 其 母 同 者 ， 直 相 从 之 。 


设 两 个 分 数 分 别 为 < ，4， 这 个 法 则 就 是 十 == 儿 +24 一 


UC 


pc 十 CC 


wb 


减 分 术 即 分 数 减法 法 则 ， 与 合 分 术 对 称 。 自 然 ， 在 未 
认识 负数 之 前 ， 只 有 车 宇 < 时 ， 才 能 施行 减 分 术 。 为 了 比较 


分 数 大 小 的 方法 ,《 九 章 算 术 》 提 出 了 课 分 术 。 

4. 弱 分 术 与 经 分 术 

来 分 术 是 分 数 乘 法 法 则 ， 经 分 术 是 分 数 除法 法 则 。 经 
分 在 《算数 书 》 中 称 为 “ 径 分 ”。 

《 九 章 算术 》 乘 分 术 是 : 

乘 分 术 日 ,和 母 乘 母 为 法 ， 子 相 乘 为 灾 ， 实 如 法 而 一 。 


设 两 个 分 数 分 别 为 2， 所， 这 个 法 则 就 是 ， 


Lx ad_ed 
CL 


一 -一 一 一 
一 一 一 


oO 
GC UC 


X 


《 九 章 算 术 》 “经 分 术 ” 是 : 
经 分 术 日 : 以 人 数 为 法 ， 钱 数 为 实 。 实 如 法 而 一 。 有 
分 者 通 之 ， 重 有 分 者 同 而 通 之 。 
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其 程序 是 : 


bd_be,ud_, .yb 


a 人 ¢ ae Ac ad 
束 是 说 ， 先 将 法 、 实 通 分 ， 再 将 两 者 分 子 相 除 。《 数 》、 
《算数 书 》《 九 章 算术 》 的 经 分 术 文 没有 使 用 颠倒 相 乘 法 ， 
而 《算数 书 》“ 启 从 ”条 术 文 提出 “ 广 分 子 乘积 分 母 为 法 ， 


积分 子 乘 广 分 母 为 实 *， 亦 即 羡 二 对 一 人 X5 一 笃 ， 应 用 了 
颠倒 相 乘法 。 


二 今 有 术 与 衰 分 术 、 均 输 术 

(一 ) 今 有 术 

比例 算法 在 中 国 传统 数学 中 称 为 今 有 术 ， 即 现今 所 谓 
三 率 法 ”。 它 在 《 周 藤 算 经 》 《 数 》)、《 算 数 书 》《 九 章 算 
术 》 等 数学 著作 中 都 有 应 用 。《 九 章 算术 》“ 栗 米 章 ”提出 
今 有 术 : 

今 有 术 日 : 以 所 有 数 乘 所 求 率 为 实 ， 以 所 有 率 为 法 ， 
实 如 法 而 一 。 
设 A: B=a:6b5b， 则 B= 二 Ab 一 a 

《 九 章 算术 》 用 今 有 术 人 解决 了 31 个 聚 米 互 换 问 题 。 后 来 
的 印度 和 西方 也 有 同样 的 方法 ， 被 称 为 三 率 法 (rule of 


three) 。 
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刘 微 特别 重视 今 有 术 ， 认 为 是 解决 比例 算法 的 一 般 方 
法 ， 任 何 数学 问题 只 要 找 出 它们 的 率 关系 ， 再 使 用 齐 同 术 ， 
都 可 以 归结 为 今 有 术 。 


(二 ) 衰 分 术 


衰 分 在 先秦 称 为 差 (ci1， 等 级 ) 分 是 比例 分 配 问题 ， 中 
国 传 统 数 学 的 重要 分 支 。《 数 》、《 算 数 书 》 和 《 九 章 算 术 》 
的 衰 分 问题 包括 豪 分 术 和 返 衰 术 两 种 方法 。 

1. 衰 分 术 

《算数 书 》 有 8 个 训 分 问题 ， 不 过 没有 给 出 抽象 性 的 聂 
分 术 。 如 “ 狐 出 关 ” 条 : 

狐 出 关 狐 、 狸 、 犬 出 关 ， 租 百 一 十 一 钱 。 犬 训 猩 、 
狸 谓 狐 ， 而 皮 倍 我 ， 出 租 当 倍 我 。 问 : 出 各 几何 ? 得 日 : 
大 出 十 五 钱 七 分 六 ， 独 出 州 一 钱 分 五 ， 狐 出 六 十 三 钱 分 三 。 
术 日 : 令 各 相 倍 也 ， 并 之 ， 七 ， 为 法 。 以 租 各 乘 之 ， 为 实 。 
实 如 法 得 一 。 

这 里 ， 犬 、 狸 、 狐 以 1，2，4 的 比例 分 配 111 钱 ，1 十 2 二 4 二 7 


为 法 。 按 术 文 ,， 犬 二 (111 钱 X1 ) 二 7 一 15 方 钱 ， 狸 一 (111 


钱 X2) 一 7 二 31 2 钱 ， 匆 二 《111 钱 X4) 王 7 二 603 广 钱 。 


《 九 章 算 术 》 豪 分 章 首先 提出 衰 分 术 ， 再 给 出 者 干 例 
题 。 训 分 术 征 : 
衰 分 坟 日 ， 各 置 列 衷 ， 副 并 为 法 。 以 所 分 乘 未 并 者 各 
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自 为 实 。 实 如 法 而 一 。 不 满 法 者 ， 以 法 命 之 。 
“ 副 ” 是 在 劳 边 计算 。 设 所 分 配 的 量 为 A， 各 部 分 的 分 配 比 例 
称 为 列 袁 ， 设 为 mi;， 分 配 所 得 的 各 部 分 为 dy 2 


在 旁边 将 列 衰 相 加 ， 计 算出 >zw ， 作 为 法 。 依 次 计算 出 Amm ， 
;二 1，2，…n， 作 为 实 。 于 是 分 配 后 的 各 部 分 为 
qi = Am: + Zim;, i 二 =] 2 sp 

刘 徽 又 将 衰 分 术 归结 为 今 有 术 。 

2. 返 衰 术 

如 果 按 列 衰 的 倒数 二 -， i … 元 进行 分 配 ， 就 是 返 误 
问题 。《 九 章 算 术 》 提 出 的 返 衰 术 十 分 简 括 ， 根 据 刘 徽 注 ， 
其 解法 是 ; 


ni 
a; = Amim2 mi mt mn 一 之 71217722 …712j 1772j 上 1。…7121 ， 
< 


= ls Ly “a 
(三 ) 均 输 术 


《 九 章 算术 》 均 输 术 实际 上 是 一 种 更 为 复杂 的 比例 分 配 
问题 ， 亦 用 豪 分 术 解 决 。 而 对 它们 在 运用 衰 分 术 之 前 ， 必 
须根 据 各 县 户 数 或 人 数 ， 行道 日 数 及 物价 、 侈 价 、 佣 价 等 
因素 计算 出 使 各 县 的 每 户 (人 ) 劳 费 均等 的 均 平 之 率 ， 以 
求 出 各 县 的 列 训 。 以 第 二 问 均 输 卒 为 例 〈 略 去 答案 ) 

今 有 均 输 卒 ， 甲 县 一 千 二 百人 ， 薄 塞 ; 书 县 一 千 五 百 
遇 二 六 v: 轩 首 一目 ; 次 景 一 于 二 前 成 十 大 ， 有 六 三 和 Hi 本 
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其 九 百 九 十 人 ， 行道 三 日 ; 皮 县 一 千 七 百 五 十 人 ， 行 道 五 
日 。 岂 五 县 贱 输 蓉 一 月 一 千 二 百人 。 欲 以 远近 、 人 数 多 少 
误 出 之 。 间 : 县 各 几何 ? 

术 日 : 令 县 卒 各 如 其 居所 及 行道 日 数 而 一 ， 以 为 误 ， 
甲 衰 四 ， 乙 衰 五 ， 丙 衰 四 ， 丁 衰 三 ， 上 戊 衰 五 ， 副 并 为 法 。 
以 人 数 乘 未 并 者 ， 各 自 为 实 。 实 如 法 得 一 。 有 分 者 ， 上 下 
党 过。 

刘 徽 认为 此 问 是 “以 日 数 为 均 ， 发 卒 为 输 >”。 设 总 输 卒 数 为 
A， 各 县 行道 日 数 为 p;， 人 数 为 w%。 刘 徽 指 出 ，“ 和 欲 为 均 平 
之 率 者 ”， 即 要 使 各 县 每 人 的 负担 均等 ， 就 必须 使 各 县 每 
(30 十 p;) 人 而 出 1 人 ,i 二 1，2,，…n， 其 中 30 为 输 卒 服役 
一 月 的 日 数 。 刘 征 说 : “出 一 人 者 ， 计 役 则 皆 一 人 一 日 ， 是 
以 可 为 均 平 之 率 。” 就 是 说 ， 每 (30 十 p;) 人 而 出 1 人 ， 就 
会 使 各 县 都 是 每 一 人 负担 一 日 。 因 此 ， 各 县 按 g; 二 (30 十 户 )， 
:二 1] ，2，…n 的 比例 分 配 输 卒 数 ， 就 会 使 各 县 的 负担 均等 ， 
换言之 ，4 一 (30 十 p;) 就 是 各 县 的 列 训 。 于 是 ， 各 县 输 卒 数 


就 是 a 一 {(AX[g 二 (30 十 名 )]} 二 立 [g 二 (30 十 方 )]，i 一 1， 
5 人 求 出 甲 衰 4， 乙 和 总 Dy 因 误 4， 丁 误 3， 成 误 5., 法 为 


4 十 5 十 4 十 35 一 21。 于 是 各 县 输 卒 数 甲 县 输 卒 228 元 (人 )， 


之 县 输 座 285 过 (人 )， 丙 县 答 亭 228 二 (人 J， 了 本 县 输 卒 


171 《人 )， 戊 县 输 卒 285 了 〈 人 )。 答 案 中 出 现 分 数 ，《 九 
章 算术 》 通 过 “有 分 者 ， 上 下 辈 之 ”"， 化 成 整数 。 
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三 “” 熏 不 足 术 


中 国 传 统 数 学 盈 不 足 类 问题 大 都 含有 两 种 内 容 ， 一 是 
散 不 足 问题 ， 一 是 应 用 至 不 足 术 解决 的 一 般 数 学 问题 。 
《 数 》、《 算 数 书 》 和 《 九 章 算 术 》 都 有 这 两 种 内 容 。 钱 宝 
琼 、 李 约 瑟 等 学 者 都 认为 ， 中国 的 至 不 足 术 后 来 传 入 阿拉 
伯 和 欧洲 ， 成 为 他 们 解 题 的 主要 方法 。 


(一 ) 盘 不 足 术 


《 九 章 算术 》 首 先 给 出 了 鳃 不 足 术 : 

盈 不 足 术 日 : 置 所 出 率 ， 僵 、 不 足 各 居 其 下 。 令 维 乘 所 
出 率 ， 并 ， 以 为 实 。 并 僵 、 不 足 为 法 。 实 如 法 而 一 。 有 分 者 ， 
通 之 。 僵 、 不 足 相 与 同 其 买 物 者 ， 置 所 出 率 ， 以 少 减 多 ， 余 ， 
以 约法 、 实 。 实 为 物价 ， 法 为 人 数 。 

《 九 章 算术 》 的 例题 都 是 共 买 物 的 问题 : 今 有 人 共 头 
物 ， 每 人 出 A， 盈 (或 不 足 ) a, 每 人 出 B, 不 足 (或 盘 、 
或 适 足 5， 求 人数、 物价 。 这 里 给 出 了 求 不 盘 不 腾 《〈nb) 
之 正 数 、 物 价 、 人 数 3 个 公式 。 上 面 布 置 所 出 率 A, B, 下 
面 分 别 布置 公 a， 不 足 56， 如 下 计算 : 


A B Ab Ba Ap 十 Ba ( 实 ) 
维 乘 相 并 


—>—> —>—> 


a b a b a 十 6 《法 ) 
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芯 不 足 术 首先 提出 了 求 不 青 不 鹏 之 正 数 ， 即 每 人 出 多 
少 才 既 不 盘 又 非 不 足 的 公式 : : 
不 瑶 不 觅 之 正 数 二 (Ab 十 Ba) 王 (a 十 06)。 (2-2-1) 
这 条 术 文 在 《 九 章 算 术 》 中 主要 用 来 解决 一 般 数 学 问题 。 
《 九 章 算 术 》 接 着 给 出 了 求 物价 、 人 数 的 公式 : 
物价 一 (Ap 十 Ba) 二 |A 一 也 |， (2-2-2) 
人 数 二 (a 十 二 1A 一 B|。 (2-2-3) 
例如 ， 第 1 道 例题 是 :“ 今 有 共 买 物 ， 人 出 八 ， 僵 三 ;和 人 
出 七 ， 不足 四 。 间 : 人 数 、 物 价 各 几何 ?” 应 用 公 云 (2-2-3)， 
得 到 人 数 王 (3 十 4) 二 18 一 7| 王 7， 应 用 公式 〈2-2-2)， 得 到 物 
价 二 (8X4 十 7X3) 二 |8 一 7|= 二 53。 


(二 ) 盈 不 足 术 在 一 般 数学 问题 中 的 应 用 


古代 人 们 解 复杂 的 算术 问题 的 能 力 较 低 。 但 是 发 现 ， 
对 于 任何 一 个 算术 问题 ， 任 意 假 设 一 个 答案 ， 代 入 原 题 验 
算 ， 必 定 会 出 现 虱 、 不 足 、 适 足 三 者 之 一 。 那 么 ， 两 次 假 
设 ， 都 可 以 化 为 盈 不 足 问 题解 决 。《 九 章 算 术 》 求 不 和合 不 及 
之 正 数 的 公式 (2-3-1) 就 是 为 解决 这 些 问题 而 提出 来 的 。 
一 般 数 学 问题 ， 有 的 是 线性 问题 ， 有 的 是 非 线 性 问题 。 对 
线性 问题 使 用 盈 不 足 术 ， 可 以 求 出 精确 解 。 然 而 ， 对 非 线 
性 问题 应 用 盈 不 足 术 ， 则 只 能 求 出 近似 解 。 

1. 线性 问题 

我 们 以 《 九 章 算术 》 油 和 漆 问 为 例 〈 略 去 管 案 ): 

今 有 漆 三 得 油 四 ， 油 四 和 漆 五 。 今 有 漆 三 斗 ， 欲 令 分 
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以 甸 油 ， 还 自 和 和 余 漆 。 间 :; 出 漆 、 得 油 、 和 和 漆 和 名 几何 ? 
术 日 : 假 令 出 漆 九 升 ， 不 足 六 升 ; 令 之 出 漆 一 斗 二 升 ， 

有 余 二 升 。 : 

这 征 一 个 混合 分 配 问题 。 用 盈 不 足 术 则 十 分 简单 。 由 求 不 

僵 不 腑 之 正 数 的 公式 〈2-3-1) ， 出 漆 王 (Ap 十 Ba 二 (十 从 一 

(9X2 十 12X6) 二 (6 十 2) 一 11 工 ( 升 ); 再 由 今 有 术 ， 求 出 得 

油 二 11 了 升 X4 二 3 二 15 升 ， 和 漆 二 15 升 X5 二 4 一 18 也 升 。 


2. 非 线 性 问题 
以 《 九 章 算 术 》 的 “二 鼠 穿 垣 ” 问 〈 略 去 答案 ) 为 例 : 
今 有 垣 厚 五 尺 ， 两 鼠 对 穿 。 大 鼠 日 一 尺 ， 小 鼠 亦 日 一 
八 。 大 鼠 日 自 倍 ， 小 鼠 日 自 半 。 间 几何 日 相逢 ? 各 穿 几 何 ? 
术 日 : 假 令 二 日 ， 不 是 五 寸 仿 之 三 日 。 有 条 三 尺 七 
寸 半 。 
由 术 文 ， 用 鳃 不 足 术 求 不 盈 不 及 之 正 数 的 公式 (2-3-1) 得 
日 数 一 (A0 十 Ba) 二 (e 十 及 一 (2X37 到 十 3X5) 二 (5 十 37 二) 一 


2 
2 -15 日 。 


这 只 是 近似 解 。 因 为 二 鼠 所 穿 呈 等 比 数 列 ， 其 精确 解 


_ lg(2+V6) 
应 为 n lg2 


《 数 》《 算 数 书 》 和 《 九 章 算术 》 的 作者 及 后 来 的 注释 
者 部 没有 认识 到 熏 不 足 术 对 非 线 性 问题 只 能 求 出 近似 解 。 
不 过 ， 由 于 鳃 不 足 术 实际 上 是 一 种 线性 捅 值 方法 ， 它 对 求 
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解 一 些 复杂 的 不 容易 计算 其 实 根 的 方程 ， 仍 不 失 为 一 种 有 
效 的 求解 根 的 近似 值 的 方法 。 


第 三 节 面积、 体积 、 勾 股 与 测 望 


一 ”向 机 


《 数 )、《 算 数 书 》 和 《 九 章 算术 》 既 有 直线 形 的 面积 ， 
也 有 曲线 形 的 面积 ， 还 有 个 别 的 曲面 形 面积 。 


(一 ) 直线 形 面 入 


《 数 》、 《算数 书 》、《 九 章 算术 》 中 的 直线 形 有 方 田 、 主 
田 、 收 田 、 簧 田 4 种 。 

方 田 一 般 指 长 方形 ， 如 图 二 3-1。 
《 九 章 算术 》 方 田 术 是 : 

方 田 术 目 : 广 从 步 数 相 乘 得 
积 步 。 图 2-3-1 方 田 
设 广 为 a， 从 为 6， 方 田 术 就 是 给 出 公式 : 

S 一 00。 (2-3-1) 

三 角形 称 为 主 田 ， 如 图 2-3-2。《 九 章 算术 》 的 求 积 方 
法 是 : 

术 日 : 半 广 ， 以 乘 正 从 。 
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其 正 从 就 是 高 ， 讽 广 为 CC， 正 从 为 h， 


1 
5 一 也 QH。 (2-3-2) 


外 田 是 一 腰 垂 直 于 底 的 梯形 ， 如 
图 2-3-3。 筠 田 是 一 般 梯 形 ， 一 说 为 
I 


广 
矿 
(1) 


图 2-3-3 外 田 图 2-3-4 筑 田 
术 自 :并 两 奢 而 半 之 ,以 双 正 从 车 广 ; 义 可 半 正 从 若 
ys 以 乘 并 。 盏 法 而 一 。 
正人 外 是 高 ， 两 邪 指 与 邪 相 邻 的 两 底 ， 是 实 词 活用 。 设 正 从 
为 h， 两 底 分 别 为 a,5， 这 就 是 


图 2-3-2 诗 田 


] 
SF (ato)h, (2-3-3) 
或 


Cp X35h. 


(二 ) 曲线 形 面积 


《 数 入 《算数 书 》 《 九 章 算术 》 讨 论 的 平面 曲线 形 有 圆 田 、 
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拍 田 、 环 田 。《 九 章 算术 》 提 出 了 圆 面积 的 四 个 公式 ， 这 就 征 
术 日 : 半 周 半径 相 乘 得 积 步 。 
又 术 日 : 周 径 相 乘 ， 四 而 一 。 
又 术 日 : 径 自 相 乘 ， 三 之 ， 四 而 一 。 
又 术 日 : 周 自 相 乘 ， 十 二 而 一 。 
设 圆周 长 为 2， 半径 为 *>， 直 径 为 d， 


圆 面 积 为 *， 如 图 2-3-9， 这 分 别 是 图 2-3-5 国 
S=517 (2-3-4) 
Wb 
3— td) (2-3-5) 
i 
a (2-3-6) 
4 
= (2-3-7) 
12 。 


从 起 《2-3-4) 与 《2-3-5) 在 理论 上 是 正确 的 ， 只 是 两 个 例 
题 的 周 径 之 比 均 取 3， 无 法 算出 精确 值 。 公 式 (2-3-6) 与 
(2-3-7) 两 式 的 系数 都 是 基于 x 二 3 得 出 的 ， 因 而 是 不 准 
确 的 。 


弧 田 即今 之 弓形 ， 如 图 2-3-6。 
《 九 章 算术 》 给 出 求 积 方法 : 


术 日 : 以 弦 乘 和 拓 ， 矢 又 自 乘 ， 并 


图 2-3-6 田 
2 “We 
设 弧 田 的 弦 为 c， 矢 为 v， 则 面积 S 为 
S 一 也 (cuv)。 (2-3-8) 
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后 来 刘 徽 证 明了 (2-3-8， 是 不 准确 的 。 
《 九 章 算 术 》 还 给 出 环 田 和 穹 田 的 面积 公式 ， 前 者 是 圆 
环 ， 后 者 类 似 于 球 冠 形 。 


二 ”体积 


《 数 》、《 算 数 书 》 和 《 九 章 算术 》 共 有 20 多 种 立体 体积 
公式 。《 九 章 算 术 》 的 体积 问题 集中 于 商 功 音 ， “ 商 功 ”本 
来 要 解决 工程 量 的 分 配 问题 。 但 要 分 配 工作 量 ， 首先 要 计 
算 土木 工程 中 某 些 立 体 的 体积 、 容 积 。 各 种 体积 公式 遂 成 
为 商 功 章 中 最 重要 的 内 容 。 


(一 ) 多 面体 体积 


《 数 》《 算 数 书 》 和 《 九 章 算术 》 共 有 19 种 多 面体 ， 不 
过 ， 有 些 多 面体 在 数学 上 是 同一 种 形状 ， 实 际 上 只 有 12 个 
体积 公式 。 

1. 长 方 体 

《 九 划 算术》 没有 明确 给 出 计 
算 长 方 体 [图 2-3-7 (2)] 体积 的 
公式 ， 而 给 出 了 正方 柱 体 的 公式 ， 
称 为 方 翰 壕 ， 如 图 2-3-7 (1)。 但 
商 功 章 有 一 已 知 长 方 体 粮 仓 的 容积 人 
义 厂 、 变 ， 求 仓 高 的 问题 ， 实 际 上 使 用 了 长 方 体 体积 公 了 
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V 一 apt。 (2-3-9) 
2. 城 、 垣 、 堤 、 沟 、 轿 、 有 职 
城 、 垣 、 堤 、 沟 、 竹 、 渠 的 形状 都 是 上 底 、 下 底 为 其 
长 相等 而 其 宽 不 等 的 互相 平行 的 两 矩形 ， 两 侧 为 相等 的 两 
矩形 ， 两 端 为 垂直 于 底 的 相等 的 两 等 型 
腰 梯 形 。 不 过 ， 前 三 者 是 地 面 上 的 土 
三 工程 ,其 上 广 小 于 下 广 习 而 后 也 条 pe 
都 是 挖 成 的 地 面 下 的 工程 ， 如 图 2-3-8 ye 
所 示 。《 九 章 算术 》 说 : 堤 、 沟 、 暂 、 妥 
城 、 垣 、 坦 、 沟 、 暂 、 渠 骨 同 术 。 术 日 : 并 上 、 六 
而 半 之 ， 以 高 若 深 乘 之 ， 又 以 衷 乘 之 ， 即 积 尺 。 
设 上 、 下 广 ， 痊 ， 高 分 别 是 al，az，b，, hh， 则 其 体积 公式 便 是 


V= 却 (a a Dh, (2-3-10) 


3. 殊 寺 【、 方 锥 、 阳 马 和 阁 朋 

所 堵 是 沿 长 方 体 相 对 两 棱 剖 开 所 
得 的 棉 形 体 ， 如 图 2-3-9。 刘 征 识 : h 
“ 邪 解 立方 得 两 秘 堵 。”《 九 章 算 术 》 
的 秘 堵 求 积 方法 征 : 

术 日 : 广 豪 相 乘 ， 以 高 于 之 ， 一 a 
而 一 。 
设 轿 墙 的 下 广 、 认 、 高 分 别 为 4，b，h， 则 


V= 志 abh | ey 
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方 锥 是 大 家 所 熟知 的 ， 如 图 2-3-10 
所 示 。《 九 章 算 术 》 给 出 其 求 积 方法 为 . 
术 日 : 下方 自 乘 ， 以 高 乘 之 ， 三 而 一 。 
设 下方 为 a， 高 h， 则 
V 一 二 co27。 (2-3-12) 中 50 究 磋 
阳 己 是 直角 四 棱锥 ， 如 图 2-3-11。 
刘 徽 说 : “ 阳 马 之 形 ， 方 锥 一 隅 也 。>” 
阳 马 是 古代 的 建筑 零件 术语 。《 九 音 算 
术 》 提 出 阳 马 的 求 积 方法 为 : b 
术 日 广 、 衰 相 乘 ， 以 高 乘 之 ， 图 2-3-11 阳 轧 
至 逢 一 ， 
充 阳 马 的 广 、 妆 、 高 分 别 为 a,，5，h， 则 体积 公式 为 ， 


V=—3abh, (2-3-13) 


警 腓 是 一 个 有 下 广 ， 无 下 变 ， 有 上 

委 ， 无 上 广 的 四 面体 ， 如 图 23-12。 它 

的 四 面 都 是 勾 股 形 。 斜 解 一 畦 堵 ， 就 得 

到 一 个 阳 马 、 一 个 警 且 。 刘 征 说 ，“ 警 

胞 之 物 ， 不 同 器 用 。” 就 是 说 ， 获 且 不 

古来 源 于 实际 应 用 ， 而 是 立体 分 割 的 产 

物 。《 九 章 算术 》 提 出 它 的 求 积 方法 是 : 四 
术 日 : 广 、 襄 相 乘 ， 以 高 乘 之 ， 六 而 一 。 

右 下 广 4， 上 衰 56， 高 h， 则 其 体积 
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V=abh, (2_3-14) 


4. 方 亭 、 刍 蔓 和 和 刍 童 、 曲 池 、 盘 池 、 吴 谷 
方 亭 即 今 之 正 锥 台 ， 如 图 2-3-13。 -A 
《 九 章 算术 》 给 出 其 求 积 方法 是: 
术 上 日 : 上、 下方 相 乘 ， 又 各 目 
乘 ， 并 之 ， 以 高 乘 之 ， 三 而 一 。 
设 上 、 下 底 边 长 分 别 为 aa，az ， 山 几 ， 
则 其 体积 公式 为 : 图 2-3-13 方 部 


V=3 (a 十 Qi 十 ay)h。 (2-3-15) 


刍 蔓 如 图 2-3-14， 下 有 广 、 妆 ， 
上 有 这 无 广 , 下 雪 大 于 上 变 。 刍 十 
草 ,， 蕊 是 屋 痊 。 刘 币 引 用 旧 说 云 : 
“ 凡 积 刍 有 上 下 广 日 童 ， 营 谓 屋 盖 之 
茨 也 。” 他 又 说 :“ 正 斩 方 亭 两 边 ， 合 
之 即 刍 划 之 形 也 。”《 九 章 算 术 》 提 出 刍 蔓 的 求 积 方法 为 : 

术 日 : 倍 下 衰 ， 上 豪 从 之 ， 以 广 乘 之 ,又 以 高 乘 之 ， 
F740 
设 上 、 下 衰 为 a，as， 广 为 6， 高 为 kh， 则 刍 蔓 体积 公式 套 : 


图 2-3-14 名 莞 


V= 志 (2as 十 a1)bh (2-3-16) 


刍 童 也 是 草 拒 ， 若 刍 划 有 上 广 ， 便 为 刍 童 ， 如 图 2 3-19。 
《 九 章 算术 》 还 提出 了 盘 池 、 冥 谷 等 立体 ， 其 形状 与 刍 重 相 
同 ， 不 过 是 地 下 工程 。 还 有 曲 池 ， 是 上 宽 下 窗 ， 上 长 下 短 的 
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环 缺 状 深 槽 ， 如 图 2-3-16。 经 过 求 出 上 、 下 这 的 变换 之 后 ， 
也 与 刍 童 相 类 。《 九 章 算术 》 提 出 : 


fi 
图 2-3-15” 急 童 、 盘 池 、 喷 合 图 2-3-16 曲 池 


名 童 、 曲 池 、 盘 池 、 衬 谷 皆 同 术 。 术 上 日: 倍 上 和 表 ,， 下 
豪 从 之 ; 亦 倍 下 变 ， 上 亦 从 之 ; 各 以 其 广 乘 之 ; 并 ， 以 高 
若 深 乘 之 ， 和 前 六 而 一 。 

设 刍 童 的 上 广 、 长 分 别 为 al:，01， 下 广 、 长 分 别 为 wa， 总 ， 
高 h， 则 其 体积 公式 为 : 


V=#[(2b, 十 Bo)ai 十 (2bs 二 Di)as lh。 (2-3-17) 


5. 羡 除 
羡 (yan) 除 也 是 一 种 槐 形体 ， 如 
图 2-3-17， 有 三 广 ， 至 少 有 一 广 不 与 万 
外 二 广 相 等 ， 长 所 在 的 平面 与 高 所 在 的 
平面 垂直 。 刘 徽 说 : “ 詹 除 ， 实 隧道 
也 。”《 九 章 算 术 》 提 出 : 图 2-3-17 美 除 
术 目 ， 并 三 广 ， 以 深 乘 之 ， 又 以 变 滋 之 ， 不 面 一 。 
设 姜 除 上 广 、 下 广 、 未 广 分 别 是 a，6b5，c， 深 是 h， 委 是 1 
则 其 体积 为 : 
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V=# (Catoton, (2-3-18) 


以 上 这 些 公式 都 是 正确 的 ， 它 们 是 怎样 得 到 的 呢 ? 有 
人 说 中 国 古 代数 学 是 非 逻辑 的 ， 是 靠 直观 或 悟性 得 到 的 。 
但 是 , 像 上 面 这 样 复杂 的 公式 ， 靠 直观 和 悟性 显然 是 不 能 
得 出 的 ， 当 时 必定 有 某 种 推导 。 刘 徽 所 记述 的 某 验 法 就 是 
《 九 章 算术 》 时 代 的 推导 方法 。 


(二 ) 圆 体 体积 


《 数 》 《算数 书 》 和 “《 九 章 算术 》 等 都 有 圆柱 、 圆 锥 、 
加 党 等 的 体积 问题 。 
1. 圆柱 
刺 柱 在 《算数 书 》 中 称 为 井 材 、 图 材 
或 井 宽 。 在 《 九 章 算术 》 中 称 为 圆 韦 雯 ， 
义 称 为 圆 困 。 井 帘 即 井 容 ， 贺 困 即 圆 形 谷 
仓 。 如 图 2-3-18。《 九 章 算 术 》 的 圆 韦 堵 求 
积 方法 是 : 
术 日 : 周 目 相 乘 ， 以 高 乘 之 ， 十 二 而 一 。 
发 圆 翰 雯 的 周 长 、 高 分 别 为 2，]|,， 此 即 : 图 2-3-18 圆柱 


5 
YY 二 了 7 hs 2-9-19) 


2. 圆锥 

加 锥 是 《 九 划 算术》 的 原名 ， 其 “ 委 票 ”也 是 圆锥 的 
形状 。《 算 数 书 》 称 之 为 “ 旋 聚 ”或 “ 困 盖 ”， 如 图 2-3-19。 
《 九 章 算术 》 提 出 的 圆锥 的 求 积 方法 是 : 
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术 日 : 下 周 自 乘 ， 以 高 乘 之 ， 三 十 六 


谭 一 ， 
设 圆 锥 的 周 长 、 高 分 别 为 :，h， 此 即 : 
i 区 车 
VY 一 56/ fs, (2-3-20) 
3. 圆 享 图 2-3-19 圆 锥 


《 九 章 算术 》 之 圆 亭 即今 之 圆 台 ， 如 图 
2-3-20,《 数 》 作 “ 圆 台 ”或 “ 员 学 ”,， 《算数 
书 》 作 “图 亭 *>。《 九 章 算术 》 给 出 的 圆 泽 的 
求 积 方法 是 : 
术 日 上、 下 周 相 乘 ， 又 各 自 乘 ， 并 之 ， 
以 高 乘 之 ， 三 十 六 而 一 。 
设 上 周 i ， 大 周 即 下 周 为 2 ， 高 为 /)， 则 围 亭 体积 公式 为 : 


图 2-3-20 圆 部 


V 一 闷 Ch (2-3-21) 


公式 〈2-3-19) 一 (2-3-21) 在 理论 上 是 正确 的 ， 它 们 对 
应 于 圆 面积 公式 (2-3-7)， 其 系数 由 x 二 3 导出 ， 因 而 不 准确 ， 
正如 刘 徽 所 说 : “此 章 诸 术 亦 以 周三 径 一 为 率 ， 党 非 也 。 


三 ”人 勾 股 定理 与 解 勾 股 形 


(一 ) 勾 股 定理 


根据 《 周 僚 算 经 》 的 记载 ， 陈 子 求 斜 至 日 的 方法 应 用 
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了 完整 的 勾 股 定理 。《 九 章 算术 》 勾 股 章 明 确 提出 了 人 勾 股 术 : 
勾 股 术 日 : 义 、 股 各 自 乘 ， 并 ， 而 开 方 除 之 ， 即 殉 。 
又 ， 股 自 乘 ， 以 减 弦 自 乘 ， 其余， 开 方 除 之 ， 即 勾 。 
又 ， 义 自 乘 ， 以 减 弦 自 乘 ， 其 余 ， 开 方 除 之 ， 即 股 。 

这 依次 征 : 


c=wW a ， (2-3-22) 
dy， (2-3-23) 
b= de de (2-3-24) 


(二 ) 解 勾 股 形 


解 勾 股 形 是 已 知 勾 、 股 、 弦 的 某 些 和 差 关 系 ， 应 用 义 
股 定理 求 勾 、 股 、 弱 的 问题 。《 九 章 算术 》 解 决 了 四 种 情形 : 

1. 已 知 色 与 股 弦 差 ， 求 股 、 又 

勾 股 章 引 芒 赴 岸 、 系 索 、 倚 木 于 垣 、 勾 股 锯 圆 材 、 开 
门 去 疗 等 问 都 是 已 知 色 与 股 弦 差 ， 求 股 、 弦 的 问题 。 以 引 
芒 赴 岸 问 〈 略 去 答案 ) 为 例 。 


图 水 出 万 图 岸 赴 套 引 | 


(1) (2) 
图 2-3-21 引 该 赴 岸 


仿 有 泄 方 一 光 ， 北 生 其 中 央 ， 出 水 一 尺 。 引 袁 起 
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犀 ， 适 与 岩 齐 。 间 水 深 、 茂 长 各 几何 ? 
术 日 : 半 池 方 自 乘 ， 以 出 水 一 尺 自 乘 ， 减 之 。 余 ， 售 
出 水 除 之 ， 即 得 水 深 。 加 出 水 数 ， 得 蕊 长 。 
如 图 2-3-21， 实 际 上 应 用 了 公式 : 
b=[a—(c—b)’ | 2(c—b)c=b+(c—b) (2-3-25) 
20 世纪 许多 趣味 数学 读物 中 的 印度 莲花 问题 ， 实 际 上 
与 此 问 属于 同一 类 型 ， 是 拜 斯 迦 还 (Bhaskara，1114 一 
1186) 提出 的 ， 但 晚 出 一 千 余 年 。 
2. 已 知 勾 与 股 弦 和 ， 求 股 、 弦 
义 股 章 体 高 折 地 问 是 已 知 勾 与 股 弦 和 求 股 的 问题 〈 略 
去 答案 ): 
今 有 人 竹 高 一 丈 ， 末 折 抵 地 ， 去 本 三 尺 。 问 折 者 高 几何 ? 
术 日 : 以 去 本 目 乘 ， 令 如 高 而 一 。 所 得 ， 以 减 竹 高 而 
半 余 ， 即 折 者 之 高 也 。 
如 图 2-3-22， 实 际 上 应 用 了 公式 : 


p= {ctb)—[a: + (ct6)]) (2-3-26) 


(1) (2) 
图 2-3-22 ”人 竹 高 折 地 
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3. 已 知 弦 与 勾 股 差 ， 求 勾 、 股 
义 股 章 户 高 多 于 广 问 是 这 类 问题 
〈( 略 去 答案 ) : 
今 有 户 高 多 于 广 六 尺 八 寸 ， 两 
及 相去 适 一 丈 。 间 户 高 、 广 各 几何? 
术 日 ; 令 一 丈 自 乘 为 实 。 半 相 多 ， 
令 自 乘 ， 倍 之 ， 减 实 。 半 其 余 ， 以 开 方 
除 之 。 所 得 ， 减 相 多 之 半 ， 即 户 广 ; 加 
相 多 之 半 ， 即 户 高 。 Wr 
如 图 2-3-23， 实 际 上 应 用 了 公式 


oa 一/ 人 [5 (6—a) J}) — 
p= /5 (一 2X [ 广 (GWT} + 


4. 已 知 义 弦 差 、 股 弦 差 ， 求 勾 、 本 
股 、 弱 

这 类 问题 也 只 有 一 个 题目 ， 即 持 待 
出 户 问 : 

今 有 户 不 知 高 、 广 ， 竺 不 知 长 短 。 


(2-3-27) 


股 苞 
模 之 不 出 四 尺 ， 从 之 不 出 二 尺 ， 政 之 适 
出 。 问 户 高 、 广 、 变 各 几何 ? 
术 日 : 从 、 模 不 出 相 乘 ， 倍 ， 而 开 局 


方 除 之 。 所 得 ， 加 从 不 出 ， 即 户 广 ; 加 SEE 
横 不 出 ， 即 户 高 ;两 不 出 加 之 ， 得 户 变 。 图 2-3-24 持 竿 出 户 
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如 图 2-3-24， 这 里 实际 上 应 用 了 公式 : 
a/ Zc—a) Cc—6) + (ee—b) 
B= 2(c—a) Ce—b) + Ce—a) (2-3-28) 
c= Wace—ade— be—a) tc—D) 


(三 ) 勾 股 数组 


义 股 数组 ， 又 称 整数 勾 股 形 ， 是 指 满足 (2-3-22) 式 的 
所 有 正 整 数 解 。 目 古 希 腊 起 ， 人 们 就 寻求 勾 股 数 的 通 解 公 
式 ， 包 括 毕 达 格 拉 斯 、 柏 拉 图 、 欧 几 里 德 等 大 师 在 内 ， 其 
成 果 都 不 理想 。 一 般 认 为 ， 西 方 最 先 给 出 其 通 解 公式 的 是 
三 世纪 的 丢 番 图 。 实 际 上 《 九 章 算术 》 勾 股 章 “ 二 人 同 所 
立 ”、“ 二 人 俱 出 邑 中 央 ” 问 已 经 使 用 了 勾 股 数 通 解 公式 。 
前 者 是 〈 略 去 答案 ): 

今 有 二 人 同 所 立 。 甲 行 率 七 ， 乙 行 率 三 。 乙 东 行 。 甲 
南 行 十 步 而 那 东 北 与 乙 会 。 问 甲 、 乙 行 各 几何 ? 

术 目 : 令 七 自 乘 ， 三 亦 自 乘 ， 并 而 半 之 ， 以 为 甲 邪 行 
率 。 那 行 率 减 于 七 自 乘 ， 余 为 南 行 率 。 以 三 乘 七 为 乙 东 行 
率 。 置 南 行 十 步 ， 以 甲 那 行 率 乘 之 。 副 置 十 步 ， 以 乙 东 行 
率 乘 之 ， 各 自 为 实 。 实 如 南 行 率 而 一 ， 各 得 行 数 。 
刘 徽 说 : “此 以 南 行为 勾 ， 东 行为 股 ， 政 行为 弦 。 并 人 勾 弦 
率 七 。 如 图 2-3-25。 此 问 设 (c 十 a〉: 5 二 7: 3。 夺 以 m 
表示 并 色弱 率 ，7 表 示 股 率 ， 即 (c 十 a) : 56 二 m : n， 术 文 
便 是 : 
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a :0D: 一方 (一双 ) : mn : 广 Cz2 十 权 )。 (2-3-29 ) 


现代 数论 证 明 ， 夺 m,n 互 
素 ， 则 〈2-3-29) 式 就 是 勾 股 数 
组 的 通 解 公式 。 而 在 这 个 题目 
中 ，mr :nn 二 7 : 3， 在 后 者 中 
m:n 二 5 :3， 其 中 的 m，n， 渭 图 2-3-25 二 人 同 所 立 
互 素 ， 说 明 《 九 章 算术 》 的 编纂 者 对 〈2-3-29) 作为 勾 股 数组 
的 通 解 公式 的 条 件 已 有 某 种 认识 。 


勾 股 容 方 容 圆 


《 九 章 算术 》 勾 股 章 提 出 了 勾 股 容 方 、 容 圆 问题 ， 开 中 
国 古 代 此 项 研究 之 先河 。 


(一 ) 勾 股 容 万 


勾 股 容 方 是 已 知 色 股 形 的 勾 、 股 ， 求 
勾 股 形 所 容 的 正方 形 的 边 长 ， 如 图 2-3-26 。 
《 九 章 算术 》 提 出 的 方法 是 : p c 
术 目 : 并 名、 股 为 法 ， 义 、 股 相 乘 为 
实 。 实 如 法 而 一 ， 得 方 一 步 。 - 
设 色 股 形 所 容 之 正方 形 的 边 长 为 dq， 这 图 2-3-26 勾 股 容 方 
就 是 : 
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ER -十 六 (2-3-30) 


(二 ) 人 勾 股 容 圆 


勺 股 容 圆 是 已 知 勾 股 形 的 勾 、 股 ， 
求 勾 股 形 的 内 切 圆 的 直径 ， 如 图 2-3-27。 
已 知 义 、 股 ， 由 色 股 术 可 以 求 出 纺 ， 则 


求 所 容 圆 的 直径 的 方法 便 是 : 
术 目 : …… 三 位 并 之 为 法 。 以 多 乘 
皮 ， es 实 如 法 得 径 一 步 。 CI a 
此 即 : 图 2-3-27 勾 股 容 贺 
.wub 
i (2-3-31) 


第 四 用” 开 方术 、 正 负 术 、 
方程 术 与 数列 


现今 的 方程 是 equation (拉丁 文 oequatio) 的 翻译 。 
Oequatio 有 相等 的 意思 ， 即 是 含有 未 知 数 的 等 式 。 它 相当 
于 中 国 古 代 的 开 方 式 ， 与 中 国 古 代 “ 方 程 ”的 含义 是 不 同 
的 。equation 在 清 初 译作 相等 式 ; 在 1859 年 李 善 兰 和 伟 烈 
亚 力 合 译 棣 么 甘 《 代 数学 》 时 译作 方程 ，1872 年 华 衡 芳和 
傅 兰 雅 合 译 华里 司 《代数 术 》 时 译 为 “方程 式 ”。1934 年 ， 
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数学 名 词 委 员 会 确定 用 “方程 〈 式 )” 表 示 equation， 而 用 
线性 方程 组 表示 中 国 古 代 的 “方程 ”，1956 年 科学 出 版 社 出 
版 《数学 名 词 》， 确 定 “方程 ”表示 equation， 而 用 线性 方 
程 组 表示 中 国 古代 的 方程 ， 最 终 改变 了 中 国 传统 数学 术语 
“方程 ”的 含义 。 


一 开放 术 


今 之 开 方 ， 一 般 仅 指 求 形 如 x" 二 A (n 宇 2) 的 二 项 方程 
的 根 的 过 程 ， 而 将 形 如 aox" 十 a1x”! 十 … 十 Qn-1X 王 人 A 的 等 式 
称 为 方程 ;， 中国 古代 对 这 两 种 过 程 则 都 称 之 为 开 方 ， 英 全 
在 金 元 时 期 对 x 一 1 的 情形 也 称 为 “ 开 无 隅 平方 而 一 ”。 今 之 
开平 方法 ， 汉 魏 南 北朝 都 称 之 为 开 方术 ， 其 开 方 过 程 称 之 
为 “ 开 方 除 之 ”或 “ 开 方 除 "， 厢 本 《夏侯 阳 算 经 》 始 称 为 
“开平 方 除 ”。 开 立方 ， 古 代称 之 为 “ 开 立 方 除 之 ”或 “ 开 
立方 除 ”。 宋 元 时 期 将 开 方 术 推广 到 开 n 次 (n 宇 4) 方 ， 则 
称 之 为 “ 开 n 一 1 乘 方 ”, 或 “ 开 n 一 1 乘 方 除 之 ”, 或 7 1 
乘 方 开 之 。 

开 方 术 是 什么 时 候 产 生 的 ， 无 可 稽 考 。《 周 藤 算 经 》 中 
陈 子 用 匀 股 定理 求 “ 那 至 日 ”的 距离 ， 就 用 到 开平 方 ， 但 
未 给 出 开 方 程序 ， 大 约 是 不 言 自明 的 。《 九 章 算术 》 则 在 少 
广 音 中 提出 了 完整 的 开平 方 、 开 立方 程序 。 从 数学 方法 上 
说 ， 开 方术 与 少 广 术 是 两 类 不 同 的 方法 。 编 纂 者 将 其 列 人 
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少 三 昔 ， 大 约 是 因为 它们 都 是 面积 〈 或 体积 ) 的 逆 运 算 
问题 。 


(一 ) 开 方 术 


《 九 章 算术 》 提 出 的 开 方 程序 是 : 

开 方术 日 : 置 积 为 实 。 借 一 算 ， 步 之 ， 超 一 等 。 议 所 
得 ， 以 一 乘 所 借 一 算 为 法 ， 而 以 除 。 除 已 ， 倍 法 为 定 法 。 
其 复 除 ， 折 法 而 下 。 复 置 借 算 ， 步 之 如 初 。 以 复议 一 乘 之 ， 
所 得 ， 副 以 加 定 法 ， 以 除 。 以 所 得 副 从 定 法 。 复 除 ， 折 下 
如 前 。 

这 是 一 个 具有 普遍 性 的 开平 方程 序 : 

QD 作 四 行 布 算 : 第 一 行 是 “ 议 得 ”。 第 二 行 布 置 积 ， 称 
为 实 ， 即 被 开 方 数 。 第 三 行 是 法 。 在 最 下 一 行 的 个 位 上 布置 
一 枚 算 筹 表示 未 知 数 的 平方 ， 称 为 “ 借 算 ”。 设 实 为 A， 这 实 
际 上 赋予 所 列 筹 式 以 一 个 二 次 代数 方程 的 意义 ,之 一 A。 

GO 将 依 算 目 右 向 左 移动 ， 隅 一 位 移 一 步 ， 移 到 与 实 的 
最 高 位 〈 当 A 的 位 数 n 为 奇数 时 ) 或 次 高 位 〈 当 ”为 偶数 
时 ) 对 齐 为 止 。 以 下 设 A 的 位 数 n 为 奇数 。 

@ 议 得 根 的 第 一 位 得 数 cu ， 使 其 一 次 方 乘 借 算 为 法 : 
10"” aa， 并 且 ， 以 法 除 实 时 ， 其 商 的 整数 部 分 恰好 为 ai。 


IB, A10" om = 十 0 其 中 Ai 为 余 实 。 同 时 ， 
借 算 上 自动 消失 。 
@ 为 求 根 的 第 二 位 得 数 ， 将 法 加 倍 : 2X10 一 :al:， 作 为 


DL 


定 法 。 将 法 退 一 位 。 再 在 下 行 个 位 上 布置 借 算 。 

© 像 书 那样 ， 将 倍 算 自 右 问 左 隔 一 位 移 一 步 ， 相 当 于 
求 方程 10"” x 十 2X10" “aiz 一 Ai 的 正 根 。 

© 复议 得 根 的 第 二 位 得 数 ww ， 在 劳 边 以 w 的 一 次 方 乘 什 
算得 10”*a;， 加 到 定 法 上 ,为 2X10" a 十 10"“a,， 同 样 ， 使 


A 
不 下 一 Wn 一 一 一- en 


As 亦 为 余 实 。 如 此 继续 下 去 。 

值得 注意 的 是 ， 此 处 “而 以 除 ” 中 的 “ 除 ”， 不 是 以 第 
一 位 得 数 的 平方 减 实 ， 即 不 是 A 一 ao ， 而 是 “以 法 除 实 ”， 
“法 ”“ 实 ”都 是 除法 中 的 意义 。 这 就 是 为 什么 开 方 术 又 称 
人 “天 方 队 之 ， 

《 九 章 算术 》 还 对 开 方 中 出 现 的 几 种 情况 提出 了 处 理 方 
法 : 当 开 方 不 尽 时 ，《 九 章 算术 》 称 为 不 可 开 ，“ 当 以 面 命 
之 ”， 即 以 其 根 命名 一 个 分 数 。 此 处 的 面 指 YA 。 当 A 可 开 
时 ， 面 YA 就 是 有 理 数 ， 当 A 不 可 开 时 ， 面 YA 就 表示 一 个 
无 理 数 。 当 被 开 方 数 是 分 数 时 ， 要 通 分 内 子 。 硅 分母 为 完 
全 平方 数 ， 则 分 别 开 分 子 、 分 母 ， 然 后 以 母 除 实 。 硅 分 母 
不 可 开 时 ， 则 以 分 母 乘 分 子 ， 开 分 子 后 ， 以 分 母 除 。 

显然 有 了 以 上 的 程序 和 处 理 方法 ， 可 以 对 任何 一 个 数 
开平 方 、 

《 九 章 算术 》 把 开 方 术 应 用 于 已 知 圆 面积 求 圆 周 的 问 
题 ， 提 出 了 开 圆 术 。 
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(二 ) 开 带 从 平方 


《 九 章 算 术 》 勾 股 章 “ 虽 方 出 南北 门 ” 问 要 用 开 带 从 平方 
解决 ， 即 求解 形 如 刀 十 bx 二 c，6b 宇 90，c 宇 0 的 正 根 。 此 题 是 ， 

分 有 吧 方 不 知 大 小 ， 各 中 开门 。 出 北 门 二 十 步 有 木 ， 
出 南 门 一 十 四 步 ， 折 而 西行 一 千 七 百 七 十 五 步 见 木 。 问 : 
虽 方 几何 ? 

术 日 : 以 出 北 门 步 数 乘 西 行 步 
数 ， 倍 之 ， 为 实 。 并 出 南 、 北 门 步 
数 ， 为 从 法 。 开 方 除 之 ， 即 吧 方 。 

如 图 2-4-1， 设 邑 方 FG,， 北 门 D, 北 
门 外 之 木 为 B， 南 门 上 ， 折 西 处 为 4 
西行 见 木 处 为 F: 设 FG 为 Zz 图 2-4-1 邑 方 出 南北 门 
BD 为 &,， EC 为 !，AC 为 m,《 九 章 算 术 》 的 术 文 表示 用 二 
次 方程 


Zz’ 十 (k 十 Dx 二 2km (2-4-1) 
求 邑 方 FG。《 九 章 算 术 》 未 给 出 开 带 从 平方 程序 。 但 是 ， 开 
方术 从 求 根 的 第 二 位 得 数 起 ， 便 是 求 形 如 如 十 bx 二 c (5 宇 0， 
c 宇 0) 的 方程 的 正 根 的 程序 。 


(三 ) 开 立 万 术 


1 开交 方术 
《 九 章 算术 》 开 立方 术 是 : 
开工 方 及 目 ， 年 积 为 笑 。 借 一 算 ， 步 之 超 工 等 。 议 
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所 得 ， 以 再 乘 所 借 一 算 为 法 ， 而 除 之 。 除 已 ， 三 之 为 定 法 。 
复 除 ， 折 而 下 。 以 三 乘 所 得 数 ， 置 中 行 。 复 借 一 算 ， 置 下 
行 。 步 之 ， 中 超 一 ， 下 超 二 等 。 复 置 议 ， 以 一 乘 中 ， 再 乘 
下 ， 曾 副 以 加 定 法 。 以 定 除 ， 除 已 ， 们 下、 并 中 ， 从 十 法 。 
复 除 ， 折 下 如 前 。 

这 也 是 一 个 具有 普 适 性 的 开 方 程序 ， 其 原理 与 开 方 术 一 致 ， 
不 再 重复 术 文 的 阐释 。 

与 开平 方 的 情形 一 样 ,，《 九 章 算 术 》 也 提出 开 立 方 中 几 
种 情形 的 处 理 方 法 : 

开 之 不 尽 者 ， 亦 为 不 可 开 。 若 积 有 分 者 ， 通 分 内 子 为 
定 实 。 定 实 乃 开 之 。 旋 ， 开 其 母 以 报 除 。 若 母 不 可 开 者 ， 
又 以 母 再 乘 定 实 ， 乃 开 之 。 旋 ， 令 如 母 而 一 。 

《 九 章 算术 》 也 提出 了 不 可 开 的 问题 ， 虽 未 说 如 何 处 理 ， 应 
该 与 开平 方 时 的 情形 一 样 ，“ 以 面 命 之 ”。 
同样 ， 当 被 开 方 数 是 分 数 时 ，《 九 章 算 术 》 提 出 : 乔 被 


开 方 数 是 带 分 数 ， A 一 < 十 二 ，a 为 完全 立方 数 ， 则 YA 一 


Yac 十 4 , 若 。 不 可 开 ， 即 a 为 非 完 全 立方 数 ，A 一 < 十 之 一 


Si 


3 2 
actb Cact be , 则 A 二 V (ee | 


谨 以 少 广 章 开 方术 第 3 个 例题 说 明 “ 积 有 分 ”时 的 开 立 
方程 序 : 
又 有 积 六 万 三 千 四 百 一 尺 五 百 一 十 二 分 尺 之 四 百 四 十 
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七 。 同 为 立方 几何 ? 


447 , 447 
此 即 求解 /63401 24 5]5 。 先 将 被 开 方 数 通 分 : [3401 27 — 


VS 。 将 分 母 、 分 子 分 别 开 立 方 : 分 母 开 立方 得 : 
V512 一 8。 分 子 开 立 方 得 :V32461759 二 319， 因 此 


447 /32461759 319 
/6a4ol as 5 人 


求 V32461759 一 319 的 程序 是 : 

@ 作 五 行 布 算 : 第 一 行 记 议 得 ， 即 根 。 第 二 行 布置 
32461759， 作 为 实 。 第 三 行 留 作法 ， 第 四 行 留 作 中 行 。 最 
下 行 于 个 位 上 布置 借 算 1。 这 就 赋予 开 方式 以 一 个 三 次 方程 
的 意义 : x 二 32461759。 

@ 将 借 算 由 个 位 自 右 向 左 隔 两 位 移 一 步 ， 移 两 步 ， 至 
百 万 位 ,不 能 再 移 ， 说 明 根 是 三 位 数 。 它 表示 代数 方程 : 
10° .x1 =32461759， 

@ 于 百 位 之 上 ， 议 得 根 的 第 一 位 得 数 3， 使 得 借 算 乘 3 
的 平方 10* X 3? 除 实 所 得 商 的 整数 部 分 恰 为 3: 32461759 一 


5461759 
lo, 


@ 以 3 乘 10'X3*, 得 3X10X3， 为 定 法 。 为 了 进行 
求 第 二 位 得 数 的 除法 ， 将 其 退 一 位 : 3X10 XxX3。 

以 3 乘 3， 布置 于 中 行 。 再 借 一 算 布 置 于 下 行 个 位 。 

@ 使 中 行 3X3 由 右 向 左 隔 一 位 移 一 步 ， 借 一 算 隅 二 位 
移 一 步 。 这 相当 于 减 根 方 程 : 


10" X3 一 3 十 
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程 本 身 就 是 负数 方程 。 负 数 的 引入 是 数 系 的 又 一 重要 扩展 。 
《 九 章 算 术 》 方 程 章 提 出 了 正 负 数 完整 的 加 减法 则 : 
正 负 术 日 : 同名 相 除 ， 异 名 相 益 。 正 无 人 负 之 ， 负 无 

人 正之 。 其 异 名 相 除 ， 同 名 相 益 。 正 无 人 正之 ， 负 无 人 

人 之 < 

名 ， 名 分 ， 这 里 表示 数 的 符号 。 同 名 即 同 号 ， 异 名 即 不 同 

号 。 除 是 减 的 意思 ， 益 是 加 的 意思 。“ 无 人 ” 即 “ 无 偶 、 

“无 对 ”。 前 四 句 是 正 负数 减法 法 则 。 设 a, 5 皆 为 正 数 。 如 

果 两 者 是 同 号 的 ， 则 是 其 两 绝对 值 相 减 : 

(a)—《 士 本 一 士 (a 一 0b)， a 二 Cb 
〔( 士 wa) 一 (十 0 一 于 (一 0)， a<b 
如 果 两 者 是 异 号 的 ， 则 其 绝对 值 相 加 : 
( 士 a) 一 (和 干 0) 二 土 (a 十 6) 。 
正 数 如 果 没 有 与 之 相 减 的 数 ， 则 为 负数 : 
QO—&= Ws 
负数 如 果 没 有 与 之 相 减 的 数 ， 则 为 正 数 : 
上 一 一 
后 四 句 是 正 负数 加 法 法 则 。 如 果 两 者 是 异 号 的 ， 则 绝 
对 值 相 减 : 
( 士 a) 十 (和 干 0) 二 士 (a 一 0)， 4 之 D 
〔( 士 a) 十 (二 0) 一干 ( 一 0)， a<b 
车 两 者 是 同 号 的 ， 则 绝对 值 相 加 : 
( 士 a) 十 ( 士 b)= 二 士 (a 十 b)。 
正 数 没有 与 之 相 加 的 ， 则 为 正 数 : 
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0 十 4 一 Q。 
负数 没有 与 之 相 加 的 ， 则 为 负数 : 
0 一 (一 塌 一 一 和 , 

《 九 童 算术》 没有 提出 正 负 数 的 乘除 法 则 ， 但 在 实际 上 
有 大 量 正人 负数 乘除 法 的 运算 。 现 存 中 国 古 代数 学 著作 中 首 
次 明确 提出 正 负 数 乘 法 法 则 的 是 《 算 学 启蒙 》。 

中 国 负数 概念 和 正 负数 加 减法 则 的 提出 超前 其 他 民族 
几 个 世纪 ， 其 至 上 千年 。 公 元 628 年 ， 印 度 婆 罗 门 般 多 
(Brahmagupta) 使 用 负数 表示 欠 债 ， 使 用 正 数 表示 所 有 。 
他 是 中 国 以 外 最 早 使 用 负数 的 学 者 。 后 来 ， 负 数 传人 欧洲 ， 
15 一 17 世 纪 许 多 学 者 还 不 承认 负数 是 数 。 


三 方程 术 

方程 术 是 《 九 章 算术 》 最 杰出 的 数学 成 就 。 方 程 章 第 
一 问 提出 方程 术 ， 是 全 章 的 纲 。 第 二 问 提出 损益 术 ， 是 列 
方程 的 方法 。 第 三 问 提出 正 负 术 ， 是 解决 消 元 过 程 中 或 方 
程 本 身 出 现 负 数 时 的 处 理 方法 ， 是 方程 术 的 必要 补充 。 这 
三 问 之 后 的 问题 的 解决 ， 或 者 “如 方程 ， 损 益 之 ”， 或 者 
“如 方程 ， 以 正 负 术 和 人 之 ”， 或 者 是 这 三 者 的 结合 ， 只 有 第 
7、9 间 仅 说 “如 方程 ” 


(一 ) 方程 
魏 。 刘 徽 《 九 章 算术 注 》 云 : 


60 


程 ， 课 程 也 。 群 物 总 杂 ， 各 列 有 数 ， 总 言 其 实 。 令 每 

行为 率 ， 二 物 者 再 程 ， 三 物 者 三 程 ， 几 如 物 数 程 之 。 并 列 
为 行 ， 故 谓 之 方程 。 行 之 左右 无 所 同 存 ， 且 为 有 上 所 据 而 
言 耳 。 
“ 方 ” 的 本 义 是 指 用 人 竹 木 并 合 编 成 的 生 ， 汉 “ 许 异 《说 文 解 
字 》:“ 方 ， 并 船 也 。” 引 申 为 并 。 程 的 本 义 是 度量 名 。 许 恒 
《说 文 解 字 》: “十 发 为 程 ， 十 程 为 分 。” 引申 为 事物 的 标准 。 
《荀子 ， 致仕 ):“ 程 者 ， 物 之 准 也 。”《 算 数 书 》 中 “ 程 不 ”、 
“ 程 竹 ” 等 ，《 九 章 算术 》 中 “ 冬 程 人 功 ”、“ 程 村 ”等 ， 部 
是 指 某 种 标准 度量 。 程 ， 又 引申 为 计量 、 考 核 。 因 此 ，“ 方 
程 ”的 本 义 ， 就 是 “并 而 程 之 ”>， 即 把 诸 物 之 间 的 各 数量 关 
系 并 列 起 来 ， 考 核 其 度量 标准 。 一 个 数量 关系 排 成 一 行 ， 
像 一 支 人 竹竿 ， 把 它们 一 行 行 并 列 起 来 ， 恰 似 一 条 人 竹 伐 ， 这 
正 是 方程 的 形状 。 


(二 ) 方程 术 


《 九 章 算 术 》 方 程 章 第 1 问 是 : 

今 有 上 禾 三 秉 ， 中 禾 二 秉 ， 下 禾 一 秉 ， 实 三 十 九 斗 ; 
上 下 才 二 和 业 ， 中 才 三 业 下 才 一 村， 实 三 十 四 斗 ; 上 禾 一 柔 ， 
中 来 二 汪 。 下 采 三 业 。 美 三 叶 六 斗 。 同 。 上、 由 ss 个 才 关 
一 乖 各 几何 ? 

方程 米 站 : 重 上 秒 三 和 中 和 用 二 乘 ， .下 和 一 条 实 三 十 
九 斗 于 右 方 。 中 、 左 禾 列 如 右 方 。 以 右 行 上 禾 遍 乘 中 行 ， 而 
以 直 除 。 又 乘 其 次 ， 亦 以 直 除 。 然 以 中 行 中 禾 不 尽 者 换 乘 左 
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行 ， 而 以 直 除 。 左 方 下 禾 不 尽 者 ， 上 为 法 ,下 为 实 。 实 即 下 
禾 之 实 。 求 中 禾 ， 以 法 乘 中 行 下 实 ， 而 除 下 禾 之 实 。 余 ， 如 
中 禾 秉 数 而 一 ， 即 中 禾 之 实 。 求 上 禾 ， 亦 以 法 乘 右 行 下 实 ， 
而 除 下 禾 、 中 禾 之 实 。 余 ， 如 上 禾 秉 数 而 一 ， 即 上 禾 之 实 。 
实 骨 如 法 ， 各 得 一 斗 。 
这 是 线性 方程 组 的 普遍 解法 。 只 是 当时 用 抽象 的 语言 难以 
表达 明白 ， 因 而 借助 于 禾 实 来 阐述 ， 正 如 刘 微 所 说 : “此 都 
术 也 。 以 空 言 难 晓 ， 故 特 系 之 禾 以 决 之 。” 因 而 我 们 仍 从 助 
@ 首先 列 出 方程 。 若 以 z，y，z 分 别 表示 上 上、 中、 下 
禾 各 一 秉 的 实 的 斗 数 ， 它 相当 于 线性 方程 组 : 


3Z 十 2 一 < 一 39 (2-4-3) 
je 《2-4 和 4) 
Z 十 2y 十 3z 一 26 (2-4-5 ) 


@) 以 右 行 上 禾 系 数 3 乘 左 行 、 中 行 的 所 有 的 项 ， 减 去 右 
行 ， 即 3X (2-4-5) 一 (2-4-3),3X (2-4-4) 一 (2-4-3), 一 直 减 至 左 
行 、 中 行 上 禾 的 系数 为 0。 方程 组 变 成 : 


3Z 十 2y 十 zx 一 39 (2-4-3) 
rea (2-4-6) 
4y 十 8z 一 39 (2-4-7 ) 


@) 再 以 中 行 中 禾 新 的 系数 5， 乘 左 行 所 有 的 项 ， 减 去 中 
行 ，5X (2-4-7) 一 (2-4-6)， 一 直 减 至 左 行 中 不 的 系数 为 0， 
方程 组 变 成 : 
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5y 十 :一 24 (2-4-6) 
4z 一 11 (2-4-8) 

@ (2-4-8) 式 中 zz 的 系数 4 称 为 法 ，11 就 是 4 秉 下 下 
之 实 。 以 法 4 乘 中 行 下 实 24, 减 去 下 禾 之 实 11， 再 除 以 中 
禾 秉 数 5，(24X4 一 11) 二 5 王 17， 就 得 到 4 秉 中 天 之 实 ; 以 
法 4 乘 右 行 下 实 39, 减 去 下 禾 之 实 11 及 中 不 之 实 17 X22， 
再 除 以 上 禾 秉 数 3，(39X4 一 11 一 17X2) 二 3 一 37， 就 得 到 4 
乘 上 禾 之 实 37。 方 程 组 变 成 : 


4 六 一 317 
or 
4z 二 11] 


上 禾 一 乘 实 z 一 9 开 斗 ， 


or (2-4-3) 


皆 以 法 除 实 ， 得 : 


| 
中 禾 一 秉 实 YO 斗 ， 


下 禾 一 秉 实 z 二 2 妆 斗 。 
其 筹 式 (我 们 用 阿拉 伯 数 字 代替 算 筹 数字 ) 如下: 


1 色 名 3 3 4 

2 3 2 4 5 2 2 4 

3 1 1 0 车 1 1 4 

26 34 39 39 24 39 11 2 99 LL 17 3 
(D (O (3) 出 
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方程 术 有 几 个 特点 。 首 先 ， 方 程 的 建立 及 消 元 变换 采 
用 位 值 制 记 法 ， 每 个 数字 不 必 标 出 它 是 什么 物品 的 系数 ， 
而 是 用 所 在 的 位 置 表示 出 来 ， 与 现代 数学 中 的 分 离 系数 法 
完全 一 致 。 

其 次 ,《 九 章 算术 》 方 程 的 表示 ， 相 当 于 列 出 其 增 广 甜 
阵 ， 其 消 元 过 程 相 当 于 和 矩阵 变换 。 上 述 筹 式 虽 一 相当 于 
现今 增 广 和 矩阵 的 变换 。 

再 次 ， 这 里 不 用 互 乘 相 消 法 消 元 ， 而 是 用 下 除法 。 所 
谓 直 除 就 是 整 行 与 整 行 对 减 。 它 比 后 来 刘 徽 创造 的 互 乘 相 
消 法 繁琐 ， 其 实质 却 是 相同 的 ， 都 符合 现代 数学 中 和 矩阵 变 
换 的 理论 。 

还 有 ， 方 程 术 并 未 自始至终 地 使 用 直 除 法 。 它 在 求 出 
一 未 知 数 的 答案 之 后 ， 采 用 从 该 行 的 实 中 减 去 已 求 出 的 未 
知 数 的 相应 的 值 的 方法 求 男 外 的 未 知 数 ， 相 当 于 现今 的 代 
入 法 。 


(三 ) 损益 术 


损益 术 是 《 九 章 算 术 》 建 立方 程 时 要 用 到 的 重要 方法 。 
方程 章 第 2 问 : 

今 有 上 禾 七 秉 ， 损 实 一 斗 ， 益 之 下 禾 二 秉 ， 而 实 一 十 
对 .下 及 六 荣 ， 苏 实 一 斗 ， 汪 上 条 三 潜 4 而 刁 二 下 条 国 ; 
上 、 下 禾 实 一 乘 各 几何 ? 

术 日 : 如 方程 。 损 之 日 益 ， 益 之 日 损 。 损 实 一 斗 者 ， 
其 实 过 一 十 也 ; 益 实 一 斗 者 ， 其 实 不 满 一 十 斗 也 。 
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“ 损 之 日 益 ” 是 说 关系 式 一 端 损 某 量 ， 相 当 于 为 一 问 益 同一 
量 ; 同样 ,，“ 益 之 日 损 ” 是 说 关系 式 一 端 益 某 量 ， 相 当 于 为 
一 端 损 同 一 量 。 损 益 之 说 本 是 先秦 哲学 家 的 一 种 辩证 思想 。 
《周易 。 损 》:“ 损 下 益 上 ， 其 道上 行 。”《 老 子 。 四 十 二 章 少 : 
“ 物 或 损 之 而 益 ， 或 益 之 而 损 。”《 九 章 算术 》 虽 没有 峰 了 于 
“损益 术 ” 之 名 ,但 从 许多 题目 声明 “损益 之 ”来 看 ， 它 与 
正 负 术 等 术 文具 有 同等 的 功能 。 由 第 2 问题 设 , 设 上 、 下 不 
实 分 别 是 zx，y， 先 列 出 的 关系 式 : 
(72—1)- 2y= 10, 
[cet 0 
原 关 系 式 通过 损益 之 ， 变 成 方程 : 
Fr y=11, 
sa 
显然 ，“ 损 益 之 ”相当 于 现今 由 关系 式 的 一 端 向 为 一 问 移 
项 ， 移 项 后 改变 符号 。 这 是 常数 项 移 项 的 情况 。 

第 6 问 是 : 

力 有 有 上 条 三 业 ，。 益 实 六 斗 ， -当下 禾 一 十 条, 下 未 五 
科 ， 益 详 一 斗 ， 当 上 上 采 三 笋 。 间 上。 于 未 健一 时 各 
几何 ? 

设 上 、 下 禾 实 分 别 是 zx，y， 依 题 设 列 出 关系 云 : 
3Z 十 6 一 10y， 
1 

互 其 算 ， 人 得 
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37Z 一 10y 一 一 0， 

所 列 出 的 方程 的 实 为 负数 ， 突 破 了 实 为 正 的 限制 。 

第 11 问 是 更 为 复杂 的 情形 。 题 设 是 : 

订 交 三 马 、 一 牛 价 过 一 矶 ， 抱 半 号 之 价 5 一 本 8 
人 不满 一 为 。 恕 半 半 之 价 。 问 车 、 马 价 各 几何 ? 
其 术 文 很 简单 : 

术 日 : 如 方程 ， 损 益 之 。 
设 马 、 牛 价 分 别 是 z+，y， 依 题 设 列 出 关系 式 : 


CC 一 10000 一 六 z， 


10000 一 (z 十 2y) 二 方 y。 
损益 之 ， 为 


1 广 z 十 y 一 10000， 


工 十 2 亏 y 一 10000。 


其 中 既 有 未 知 数 和 常数 项 的 互 其 算 ， 又 有 未 知 数 的 合并 同 


类 项 ， 还 有 通 分 内 了 于。 


这 些 例子 都 表明 ， 损 益 术 是 方程 术 必 不 可 少 的 辅助 


方法 。 


一 般 认 为 ， 代 数 “algebra” 来 自 于 阿拉 伯 文 al jabr， 是 
因为 花 拉 子 米 (Al-Khowarizmi,， 约 783 一 约 850) 写 了 一 部 
代数 著作 《算法 与 代数 学 》(aLKitab al-mukhta sarfi hisab 
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al_jabr wa al-muquabala)。Al jabr 在 阿拉 伯 文 中 的 意思 是 
“还 原 ” 或 “ 移 项 *， 解 方程 时 将 负 项 由 一 端 移 到 另 一 器， 
恋 成 正 项 ， 就 是 “还 原 ” wa al-muquabala 是 “对 消 ”， 印 
将 两 端 相 同 的 项 消去 或 合并 同类 项 。 显 然 ,《 九 章 算术 》 使 
用 还 原 与 合并 同类 项 ， 与 花 拉 子 米 的 意义 相同 ， 而 早 一 十 
年 左右 。 


(四 ) 正 负 术 在 方程 术 中 的 应 用 


正 负 术 在 《 轧 章 算术 》 中 只 用 于 解 方程 ， 其 行文 用 
“加 方程 ， 以 正 负 术 人 之 ”表示 。 第 3 问 本 来 是 一 个 正 系数 
方程 。 题 目 〈 略 去 答案 ) 是 : 

仿 有 上 禾 二 乘 ， 中 禾 三 乘 ， 下 禾 四 乘 ， 实 省 不 满 斗 。 
上 正中、 中 取 下 、 下 取 上 各 一 乘 而 实 满 斗 。 问 : 上 、 中 、 
下 禾 实 一 乘 各 几何 ? 

术 日 ， 如 方程 。 各 置 所 取 。 以 正 负 术 入 之 。 
列 出 方程 就 是 : 


Es 


0 
1 
1 


一 OO 一 INS5 


1 
i 中 、 下 禾 一 秉 实 分 别 是 Z， yy， 之， 上 : 


2 无 十 | 
一 
Z 十 4z 一 ] 
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以 右 行 上 位 系数 2 乘 左 行 ， 减 去 右 行 ， 左 行 上 位 为 0， 中 位 


0 0 2 
= 3 ] 

6 ] 0 

1 | | 

即 

2Zz 十 y 王 1] 

3y 十 z 一 ] 

一 y 十 8z 一 ] 


左 行 中 位 出 现 系 数 一 1。 以 中 行 中 位 系数 3 乘 左 行 ， 与 中 行 
相 加 ， 左 行 中 位 为 : 一 1X3 十 3 二 0, 下 位 25 为 法 ， 下 禾 之 
实 为 4。 方 程 化 为 : 


0 0 2 

0 3 | 
PAS ] 0 

4 ] l 

有 

27 十 y 一 ] 

3y 十 zx 一 ] 

20Z 一 4 


以 法 25 乘 中 行 实 1 得 25, 减 下 不 实 4， 除 以 中 下 条 数 3 得 
7。 中 行 变 为 25y 二 7。 又 以 法 25 乘 右 行 实 1 得 25， 减 中 不 
实 7， 除 以 上 不 秉 数 2， 右 行 变 成 25x 二 9。 方 程 变 成 : 
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即 
25z 一 9 
25y—=7 
25w= 习 

第 8 问 〈 略 去 答案 ) 建立 的 方程 本 身 就 含有 人 负 系 数 : 

今 有 卖 牛 二 、 羊 五 ， 以 买 一 十 三 系 ， 有 余 钱 一 千 ; 卖 
牛 三 、 承 三 ， 以 买 九 羊 ， 钱 适 足 ; 疼 六 羊 、 八 系 ， 以 买 五 
牛 ， 钱 不 足 六 百 。 问 : 牛 、 症 、 系 价 各 几何 ? 

术 本 :如 方 程 。 置 牛 三 、 羊 五 正 ， 藉 一 证 三 负 。， 余 侯 
流下 深 ， 和 牛 三 正 ; 尝 九 仙 ， 有 系 三 正 5 次， 五 秆 页 六 于 
正 ， 六 涵 正 ， 不 是 岛 仙 。 以 正人 负 术 入 之 ， 
损益 之 ， 互 其 算 ， 建 立方 程 : 


一 地 3 2 
6 一 总 9 
8 “ee 


一 000 0 1000 
设 牛 、 羊 、 筷 价 分 别 是 ，y，>z， 邱 : 

dx Sy— a=1000 

3x 一 9y 十 3z 一 0 

一 5 万 十 6y 十 8z 一 一 000 
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在 应 用 和 下 除法 时 ， 不 仅 使 用 了 正 负 数 加 减法 则 ， 也 必须 使 
用 正 负数 的 乘 、 除 法 。 


等 差 数列 


《 数 》、《 算 数 书 》、《 周 通 算 经 》 与 《 九 章 算术 》 中 有 大 
量 数列 问题 ， 其 中 最 重要 的 是 等 差 数 列 。 前 三 者 的 数列 都 
很 简单 .《 九 章 算 术 》 的 等 差 数列 分 别 在 豪 分 、 均 输 、 僵 不 
足 章 ， 大 部 分 用 衰 分 术 求 各 项 。 生 不 足 章 的 良 驾 二 马 问 给 
出 了 等 差 数 列 前 n 项 和 的 公式 。 

《 九 章 算术 》 均 输 章 的 “ 金 极 ”、“ 五 人 分 五 钱 ”、“ 九 艺 
竹 ” 等 问题 在 用 衰 分 术 求 解 之 前 ， 都 用 很 巧妙 的 方法 求 出 
列 训 ， 很 有 特色 。“ 五 人 分 五 钱 ” 问 〈 略 去 答案 ) 是 : 

今 有 五 人 分 五 钱 ， 令 上 二 人 所 得 与 下 三 人 等 。 问 : 各 
得 几何 ? 

术 上 由。 置 钱 。 办 行 窒 。 并 上 二 人 为 九 ， 并 下 三 人 为 六 。 
六 少 于 九 ， 三 。 以 三 均 却 天 。 副 并 为 法 。 以 所 分 守 未 并 者 ， 
各 自 为 实 。 实 如 法 得 一 钱 。 
刘 徽 认为 ， 所 谓 锥 行 误 就是: 5，4，3，2，1。 上 2 人 之 和 
是 9， 下 3 人 之 和 是 6， 上 比 下 少 1 人 ， 而 其 和 却 多 3。 乔 每 
人 都 加 3， 以 8，7, 6, 5, 4 作为 列 衰 ， 则 上 2 人 与 下 3 人 相 
等 。 用 豪 分 术 ， 以 此 作为 列 衰 ， 便 求 出 各 人 应 分 得 的 钱 数 


为 12，1 万，1， 忆 ， 人 入， 这 是 公差 为 的 等 差 数列 。 
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刘 徽 认为 ,“ 五 人 分 五 钱 ” 类 的 问题 ， 也 可 以 用 “ 九 市 
人 竹 ” 问 题 的 方法 解决 。“ 九 节 竹 ” 问 ( 略 去 答案 ) 征 : 

今 有 竹 九 节 ， 下 三 节 容 四 升 ， 上 四 节 容 三 升 。 问 : 中 
间 二 节 欲 均 容 ， 各 多 少 ? 

玉 目 i 以 三 节 分 四 升 为 下 率 ， 鸯 .入 加 千 从 三 并 为 土 
率 。 置 四 节 、 三 节 ， 各 半 之 ， 以 减 九 市 ， 余 为 法 。 实 如 法 
得 一 升 ， 即 衰 相 去 也 。 下 率 一 升 少 半 升 者 ， 下 第 二 市 
容 也 。 


这 里 是 先 求 出 公差 ，《 九 章 算术 》 称 为 “ 衰 相去 "， 即 相 邻 两 节 之 
差 。 为 此 ， 先 求 出 下 率 ， 专 升 ,是 下 三 节 的 中 间 一 节 所 容 ， 亦 即 


下 第 二 节 所 容 ， 上 率 : 立 升 ， 是 上 四 节 的 中 间 一 节 所 容 。 下 三 下 

中间 与 上 四 节 的 牛 间 相 虑 为 9 节 一 (3 节 X 去 十 4 节 X 去 ) 一 5 > 
i 全 

节 ;下 率 一 上 率 一 全 升 一 和 升 一 1 升 ， 是 中 间 5 三节 的 总 差 ; 所 

以 ， 相 邻 两 节 之 差 一 也 升 二 5 六 一 襄 升 ， 便 是 公差 。 下 第 一 节 容 


4 1 29 22 15 8 是 
升 = 升 得 到 人 ee sa 过 a 


60 53 4 39 入 起 所 农 ，; 
66 9 66” 66” a6 为 各 六 所 容 。 这 也 是 一 个 等 差 数 列 。 


( 九 音 算术 》 栈 不 足 章 “ 良 既 二 马 ” 问 “ 求 良 马 行者 ” 
与 “ 求 努 马 行者 ”的 术 文 给 出 了 前 n 项 和 的 公式 : 


ee 
S 一 (al 十 = 7 


d)n,， (2-4-9) 


[a 


以 及 等 差 数 列 求 第 n 项 a, 的 公式 4, 二 ai 十 (n 一 1)4。 其 中 必 
年 首 项 ， 在 本 题 是 良 、 妈 二 马 第 一 日 所 行 ，& 是 公差 ， 在 本 
题 是 民 马 日 疾 里 数 或 弩 马 日 迟 里 数 。 若 dz 人 0， 便 是 良 马 的 
情形 ; 若 4<0， 便 是 努 马 的 情形 。 这 是 中 国 数学 史上 第 一 
次 给 出 等 差 级 数 的 第 nn 项 的 公式 及 前 n 项 和 的 公式 ， 
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第 一 习 ” 东 议 术 至 唐 中 叶 数学 概论 


一 ” 魏 普 数学 的 发 展 与 辩 难 之 风 


东汉 未 年 至 唐 中 叶 ， 尤 其 魏 晋 ， 是 中 国 传统 数学 理论 
体系 形成 的 时 期 。 

东汉 末年 起 ， 上 庄园 农奴 制 成 为 魏 普 经 济 的 主要 形态 ， 
门阀 世族 取代 又 汉 的 世家 地 主 占 据 了 政治 舞台 的 中 心 ， 思 
想 界面 临 者 一 次 大 解放 ， 以 谈 “ 三 艾 ”(《 周 易 》《 老 子 》、 
《庄子 》)) 为 主 的 辩 难 之 风 取 代 了 繁琐 的 两 汉 经 学 ， 中 国 社 
会 进入 一 个 新 的 阶段 。 而 在 曹操 统一 北方 之 后 的 90 余年 间 ， 
中 原 地 区 、 长 江 中 下 游 、 巴 境地 区 社会 相对 稳定 ， 社 会 经 
济 得 到 一 定 程度 的 恢复 发 展 。 尤 其 是 ， 长 江 中 下 游 经 济 崛 
起 ， 开 始 超过 北方 。 所 有 这 些 ， 午 促进 了 数学 的 发 展 。 

玄学 家 探讨 “ 理 胜 ”和 思维 规律 ， 互相 辩 难 、 析 理 ， 析 
理 的 命题 大 都 十 分 抽象 ， 抽 象 思 维 能 力 得 到 空前 发 展 。 刘 
徽 注 《 九 章 算术 》 的 宗旨 便 是 “解体 用 图 ， 析 理 以 秤 ”"。 间 
徽 对 数学 概念 进行 定义 ， 追 求 概念 的 明晰 ; 对 《 九 划 算术》 
的 命题 进行 证 明 或 驶 正 ， 追 求 推 理 的 正确 、 证 明 的 天 课 ， 
并 且 遵 循 简约 的 原则 ， 等 等 ， 与 思想 界 的 析 理 是 一 致 的 。 
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魏 晋 尽管 时 间 跨 度 不 长 , 在 中 国 数学 史上 的 地 位 却 极其 
重要 ， 不 仅 大 大 超过 秦汉 数学 ， 而 且 再 次 登 上 了 世界 数学 
发 展 的 高 峰 ， 特 别 是 理论 高 峰 。 数 学 家 们 的 业绩 主要 在 数 
学 方法 、 数 学 证 明和 数学 理论 方面 。 


二 徐 岳 《 数 术 记 遗 》 


《 数 术 记 遗 》 一 卷 ， 南 宋 本 题 “ 汉 徐 岳 扎 ， 北 周 汉 中 种 
、 前 司 隶 、 臣 骤 论 注 '。 


忆 


(一 ) 刘 洪 、 徐 岳 


刘 洪 “〈 约 129 一 约 210)， 字 元 里 ， 泰山 蒙 阴 〈 今 山东 
省 ) 人 ， 天 文学 家 、 数 学 家 。 东 汉 喜 平 三 年 (174)， 完成 
一 十 四 节气 时 “日 所 在 ”等 五 种 天 文 数 据 的 测定 。 这 些 天 
文 量 及 其 计算 方法 遂 成 为 中 国 传统 历法 的 重要 内 容 。 光 和 
元 年 (178)， 参 与 补 续 《 律 历 志 》。 约 中 平 元 年 C184) 型 
任 会 稽 郡 东部 都 尉 〈 太 和 守 的 副手 )。 任 内 初步 完成 了 《 乾 象 
历 》。 六 年 改 任 山 阳 郡 ( 今 山东 省 金 乡 县 ) 太守 。 i 
年 (206) 最 后 审定 了 《 乾 象 历 》， 标志 着 中 国 古 代 历 法 体 
系 的 最 终 形成 。 刘 洪 还 有 《 九 章 算术 》 注 凶 。 

徐 岳 ， 字 公 河 ， 生 卒 不 详 ， 东 汉 末 东 沫 ( 今 山 东 省 羔 
州 、 龙 口 一 带 ) 人 。 数 学 家 、 天 文学 家 。 扎 《 数 术 记 址 ? 
_ 卷 。 自 云 其 内 容 在 泰山 传 自 刘 洪 。 徐 岳 还 从 刘 洪 学 习 
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《 陪 象 历 》 为 普及 《 乾 象 历 》 作 出 了 贡献 。 东 吴 重臣 、 精 
通 《 酌 象 历 》 和 《 九 章 算术 》 的 数学 家 、 天 文学 家 阅 泽 是 
他 的 学 生 。 时 人 云 “ 唯 东 莱 徐 先 生 素 习 《 九 章 》， 能 为 计 
数 ”"。《 隋 书 .经籍 志 》 记 载 徐 后 有 两 部 关于 《 九 章 算术 》 
的 者 作 ， 还 有 《大 衍 算术 法 》 一 卷 ， 均 失传 。 

着 名 学 者 郑玄 、 杨 伟 、 韩 亡 等 也 是 刘 洪 的 学 生 。 他 们 
的 科学 工作 有 两 个 显著 特点 : 一 是 精通 《 九 章 算术 》， 刘 洪 
本 人 及 其 种子 徐 岳 、 再 传 弟 子 阐 泽 都 有 关于 《 九 章 算术 》 
的 着 作 。 二 是 研制 、 精 通 《 辊 象 历 》。 


(二 ) 《 数 术 记 遗 》 


《 数 术 记 遗 》， 见 图 3-1-1， 
仅 600 余 字 ， 非 常 简 括 。 其 内 容 gr 
主要 有 三 项 : 一 是 阐发 了 数量 的 . 


有 有 限 己 无 限 的 关系 入 中 kk 从 
YY / Ey ~- ox 
限 与 无 限 的 关系 。 他 从 空间 、 志 女 红 屿 他 大 


Um ee 
了 Pe 
2 ri oer 
” , Fr 
ble 0 rm 二 En 
i mp Po St 
A < f 
Lay Wt Pmt 
天 和 iT 站 让 SS 


tits tetraetrete mtH edd mt tTiE 


时 间 引 申 到 数量 上 的 “ 积 微 之 为 
量 ”“ 数 之 为 用 ， 言 重 则 变 ， 以 
小 菩 大 ， 又 加 循环 。 循环 之 理 ， 
岂 有 穷 乎 ”? 二 是 大 数 进 法 。 三 
是 十 四 种 算法 ， 是 此 前 人 们 改革 
计算 工具 尝试 的 总 结 ， 然 而 太 简 


a 


so 业 洲 吓 业 叶 漠 


二 n 
mk 社 
a 
eR 
a 让 pl 


RE 


图 3-1-1 《 数 术 记 遗 》 书 影 


括 ， 没 有 甄 弯 注 是 很 难 理解 的 。 (南宋 本 ) 
值得 注意 的 是 其 中 的 “珠算 ”， 虽 不 同 于 宋 明之 珠算 ， 却 是 
后 者 之 漆 盘 。 
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三 ” 赵 殉 与 《 周 骨 算 经 注 》 


夹 《 周 体 算 经 注 》 是 中 国 最 早 的 算 经 注 ， 见 


pel 


走 We | et 2 i 
3-1-2。 更 星 9 全 怪 》 
2 潜 ; 和 | 3 : 


生平 、 籍 贯 均 不 详 。《 周 佣 算 
经 注 》 的 成 书 年 代 亦 不 可 许 
考 ， 自 南宋 至 今 ， 有 汉 、 魏 
晋 间 及 三 国 吴 等 各 种 说 法 。 
它 成 书 于 刘 徽 扎 《 九 章 算 术 
注 》 之 前 是 没有 问题 的 。 

赵 碍 注 对 《 周 骨 算 经 》 
原文 逐 句 逐 段 进 行 了 忠实 的 | 全 蜗 叶 畦 友基 区 | ， 
外 吉 ， 并 引用 了 《〈《 灵 先 )、 
《周易 》 等 典籍 以 及 符 干 纬 刷 图 3-1-2 《 周 散 算 经 注 》 书 影 
来 阐释 《 周 骨 》 的 内 容 ，， 

《四 分 历 》 与 《 乾 象 历 》、《 周 骨 》 的 数学 内 容 与 《 九 章 
算术 》 做 比较 研究 ， 对 后 世 大 有 神 益 。 其 “ 勾 股 圆 方 图 - 
注 系统 总 结 了 《 九 章 算术 》 以 来 的 勾 股 算术 知识 的 成 吏 ; 

“日 高 图 ” 注 用 出 入 相 补 证 明了 重 差 公式 。 

( 周 苯 算 经 注 》 与 《 周 体 算 经 》 正 文 一 体 行 世 。 
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刘 微 与 《 九 章 算术 注 》、《 海 岛 算 经 》 


(一 ) 刘 徽 


刘 徽 自述 , “ 徽 幼 习 《 九 章 》， 长 再 详 览 ， 观 阴阳 之 割 
裂 ， 总 算术 之 根源 。 探 睹 之 暇 ， 送 悟 其 意 。 是 以 敢 竭 奖 鲁 ， 
采 其 所 见 ， 为 之 作 注 .”《 隋 书 。 律 历 志 》 《 晋 书 ， 律 历 忘 》 
说 , “ 魏 陈 留 王 景 元 四 年 263) 刘 徽 注 《 九 章 》.” 关 于 刘 
徽 的 生平 ， 可 靠 的 记载 仅 此 而 已 。 

刘 徽 《 九 章 算术 注 》 原 10 EE 
卷 ， 见 图 3-1-3。 后 来 刘 徽 自 卫 阳 了 限 隐 才 局 “省 庆 


rE 入 ( 如 不 ， 汉 表 | 收 之 ， 4 只 "加 


撰 自 注 的 第 10 卷 《 重 差 》 单 WD EE 
行 ， 改称 《海岛 算 经 》， 见 图 k 
3-1-4。 刘 徽 还 著 《 九 章 重 差 es SE 
图 》1 卷 ; 已 佚 ， 
我 们 根据 《 宋 史 。， 礼 志 》 
算 学 礼 典 中 刘 微 被 封 为 汝 乡 男 。“ 。 训 外 术 注 ) 书 和 
下 《让 万 城 玉 六 《 汉 书 到 二 (南宋 本 ) 
子 候 表 》、《 金 史 。 地 理 志 》 等 资料 推定 ， 刘 征 是 汉文 项 后 
商 ， 其 籍贯 是 兆 乡 ， pee 
刘 徽 博览 群 书 ， 精 心 研究 先秦 经 典 及 前 人 著述 ， 从 思 
想 界 辨 难 之 风 中 汲取 思想 资料 ， 服 务 于 数学 创作 。 刘 徽 受 
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图 3-1-4 《海岛 算 经 》 书 影 (武英 殿 聚 珍 版 ) 

文学 名 土 的 思想 影响 较 大 ， 有 许多 语句 相 类 。 由 此 ， 我 人 
准 岂 ， 刘 微 的 生年 大 约 与 秘 康 、 王 弱 相 近 ， 或 稍 晚 一 旦 ， 
就 是 说 ， 约 生 于 公元 3 世纪 20 年 代 后 期 至 公元 240 年 之 间 。 
人 元 263 年 他 完成 《 九 章 算术 注 》 时 ， 年 仅 30 岁 上 下 ， 或 
更 小 _ 点 。 有 的 画家 将 正在 注 《 九 章 算术 》 的 刘 徽 画 到 一 
位 满 脸 煞 纹 的 孝 孝 老人 ， 有 悖 于 魏 晋 的 时 代 精 神 和 知 扩 。 

il 微 具 有 知之 为 知之 、 不 知 为 不 知 的 实事 求 是 精神 。 
届 不 迷信 古人， 多 次 批评 前 人 的 失误 。《 九 章 算术 》 最 迟 在 
大 汉 已 被 官方 奉 为 经 典 ， 刘 徽 为 之 作 注 ， 自 然 推崇 。 但 亿 
出 了 《 九 章 算术 》 若 干 不 准确 之 处 甚或 错误 ， 是 中 国 数 
ww 中 上 批评 《 九 章 算术 》 最 多 的 数学 家 。 同 时 他 具有 王 于 
最 认 自 己 的 不 足 ， 寄 希望 于 后 学 的 高 尚 品格 。 他 设计 了 个 
和 方 盖 ， 指 出 了 解决 球体 积 公式 的 正确 途径 ， 然 功 卫 ，， 
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必 能 求 出 件 合 方 盖 的 体积 ， 便 坦言 : “和 欲 陋 形 措 意 ， 惧 失 正 
奸 ， 节 不 阅 疑 ， 以 做 能 言 者 .” 反 映 了 一 位 真正 的 科学 家 的 
泡 注 本 色 。 

刘 徽 全 面 证 明了 《 九 章 算术 》 的 算法 ， 在 世界 数学 史 
上 自 次 将 无 穷 小 分 割 和 极限 思想 引入 数学 证 明 。 他 是 中 国 
传统 数学 理论 的 英 基 者 ， 是 中 国 古代 最 伟大 的 数学 家 、 


(二 ) 《 九 章 算术 注 》 


刘 徽 的 自述 表明 ， 他 的 《 九 章 算术 注 》 包 括 两 种 内 容 ， 
一 年 他 “ 探 团 之 暇 ， 遂 悟 其 意 ” 者 ， 亦 即 自己 的 数学 创造 
一 十 “ 采 其 所 见 ” 者 ， 即 他 搜集 到 的 他 的 前 代 和 同 代 人 研 
完 《 九 章 算术 》 的 成 果 。 比 如 刘 徽 注 中 基于 周三 径 一 的 内 
窑 ， 使 用 出 入 相 补 的 方法 ， 齐 同 原理 等 都 是 刘 徽 之 前 的 数 
学 家 ， 甚 至 是 《 九 章 算 术 》 时 代 使 用 或 创造 的 方法 。 然 而 ， 
这 些 方法 大 多 很 朴素 、 很 原始 ， 许 多 重要 算法 的 论证 停留 
在 归纳 阶段 ， 并 没有 被 严格 证 明 ; 同样 ，《 九 章 算 术 》 的 一 
些 不 准确 或 错误 的 公式 没有 被 纠正 ， 这 就 为 刘 徽 的 数学 创 
造 留 下 了 广阔 的 空间 。 

全 于 刘 徽 《 九 章 算 术 注 》 中 “ 悟 其 意 ” 者 ， 在 后 面 会 
许 细 论 述 。 


(三 ) 《海岛 算 经 》 


刘 徽 认为 《 九 章 算 术 》 的 测 望 问题 都 是 可 望 而 可 及 的 ， 
没有 超 吏 如 太阳 那样 的 对 象 ， 可 见 张 苍 等 未 能 “ 博 尽 群 
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数 ”"。 他 发 现 九 数 有 重 差 之 名 ，“ 几 望 极 高 ， 测 绝 深 而 兼 知 
其 远 者 必用 重 差 、 勾 股 ， 则 必 以 重 差 为 率 ”。 于 是 撰 《 重 
差 》， 并 为 注解 。《 重 差 》 即 《海岛 算 经 》。 

在 《海岛 算 经 》 中 ， 刘 徽 设 计 了 用 重 差 术 测 刻 山 高 、 
海 广 、 谷 深 、 虽 方 等 各 种 问题 ， 使 用 了 重 表 、 累 矩 、 连 过 
三 种 基本 测 望 方法 。 中 国 古 代 的 测 望 拉 术 到 此 可 谓 大 备 。 


五 ”南北 朝 的 数学 普 作 和 数学 家 


研究 《 九 章 算术 》， 并 为 之 作 注 ， 仍 是 南北 朝 数学 著述 
的 重要 内 容 。 可 惜 全 部 亡 佚 。 下 面 介绍 尚 有 传 本 的 几 部 数 
学 著作 。 


(一 ) 《孙子 算 经 》 


《孙子 算 经 》， 现 传 本 为 三 卷 ， 
见 图 3-1-5。《 孙 子 算 经 》 并 不 是 春 
秋 时 孙武 的 作品 ， 近 人 钱 宝 琛 认 
为 《孙子 算 经 》 的 原著 年 代 是 在 
公元 400 年 前 后 。 

《孙子 算 经 。 序 》 说 : “ 夫 算 
者 ， 天 地 之 经 纬 ， 群 生 之 元 首 ， 
五 常 之 本 末 ， 阴 阳 之 父母 ， 性 展 
之 建 号 ， 三 光 之 表 里 ， 五行 之 准 
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平 ， 四 时 之 终 始 ， 万 物 之 祖宗 ， 六 艺 之 纲 纪 。” 把 数学 推崇 
到 这 样 的 地 步 ， 在 传统 数学 车 作 中 是 不 多 见 的 。 

《 孙 于 算 经 》 是 一 部 供 数 学 初学 者 的 人 门 读物 。 卷 上 列 
出 震 干 预备 知识 . 《孙子 算 经 》 卷 中 28 个 问题 ， 都 是 《 九 章 
算术 》 已 经 讨论 过 的 类 型 。 不 过 开 方 术 在 刘 徽 的 基础 上 有 
改进 ,方程 术 使 用 特殊 的 消 元 法 ， 避 人 免 了 负数 。 卷 下 36 个 
问题 ， 其 “ 物 不 苔 数 ” 问 是 中 国力 至 全 世界 数学 着 作 中 第 
一 个 同 余 方 程 组 解法 问题 ， 有 的 问题 将 乘 数 40 化 成 乘 10 乘 
4， 开 唐 宋 化 多 位 乘法 为 个 位 乘法 之 先河 ; 最 后 一 问 推算 孕 
妇 生 男生 女 ， 死 政 不 经 。 

《孙子 算 经 》 卷 中 、 下 采取 应 用 问题 集 的 形式 ， 术 文 都 
是 演算 细 草 ， 没 有 抽象 性 的 术 文 。 


(二 ) 《夏侯 阳 算 经 》 


《夏侯 阳 算 经 》 应 成 书 于 《孙子 算 经 》 前 后 。 原 本 在 宋 
以 前 已 亡 佚 。 现 传 本 三 卷 ， 是 北宋 元 丰 七 年 〈1084) 秘书 
省 刊刻 汉 唐 算 经 时 ， 因 一 部 唐 代 算 书 开 头 有 “ 收 侯 阳 上 日 
遂 被 误 刻 的 。 其 卷 上 的 明 乘 除法 、 言 狮 法 不 同 以 及 和 疮 下 
“说 诸 分 ”个 别 问题 等 当 是 原本 的 内 容 。 


(三 ) 《 张 丘 建 算 经 》 


《( 张 丘 建 算 经 》 三 卷 ， 北 魏 清 河 张 丘 建 著 ， 约 成 书 于 5 
世纪 上 叶 ， 见 图 3-1-6。 张 丘 建 ， 生 平 不 详 。 北 魏 的 清河 位 
“于 今 山 东 临 清 、 河 北 清河 一 带 。 
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《 张 丘 建 算 经 》 也 是 比较 
初级 的 作品 ， 不 过 问题 大 都 


i 《 孙 于 算 经 ) 复杂 。 传 本 和 
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卷 上 32 问 ， 卷 中 存 22 问 ， 
卷 下 存 38 页 ， 之 间 有 残缺 。 
有 的 题目 如 “河上 蔓 杯 ” 题 
与 《孙子 算 经 》 相 同 。《 张 丘 
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车 如 吉本 
站] 归 这 过 由 
问题 的 比较 抽象 的 运算 程序 。 下 


图 3-1L6 《 张 挟 建 算 经 》 
其 卷 上 营 周 问 有 最 小 公 倍 数 书 影 〈 南 宋 本 ) 


的 完整 求法 ，9 个 关于 等 差 数 列 的 问题 含有 求 等 差 数列 的 各 
元 素 的 若干 情形 ; 卷 下 最 后 一 问 是 世界 数学 史上 著名 的 白 
鸡 问题 。 


(四 ) 祖冲之 、 祖 虑 之 与 《 缀 术 》 


祖冲之 (429 一 500)， 字 文 远 ， 祖 籍 范阳 郡 道 县 (分 河 
北 省 注水 县 )， 是 中 国 历史 上 最 杰出 的 数学 家 、 天 实学 家 、 
机 械 制 造 家 之 一 。 曾 祖父 台 之 仕 晋 ， 晋 乱 举 家 南 迁 。 冲 之 
受到 良好 的 传统 文化 尤其 是 历 算 方面 的 教育 。 宋 孝 武帝 
“使 直 华 林学 省 ”， 后 任 南 徐州 〈 今 江苏 镇 江 ) 迎 从 事 ， 公 
府 参军 。 公 元 462 年 完成 《大 明 历 》， 改 传统 的 19 年 7 国 为 
391 年 144 疾 ， 直 到 唐 初 历法 不 再 讨论 闽 周 为 止 ， 是 最 准确 
的 数值 。 首 次 将 岁差 引 和 历法。 其 朔望月 日 数 为 
29. 5305915， 误 差 每 月 仅 长 了 0. 5 秒 ， 还 给 出 了 中 国 历史 上 
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第 一 个 交点 月 日 数 ， 比 现代 的 理论 数值 仅 多 0. 0000152 日 ， 
权臣 戴 法 兴 指责 《大 明 历 》“ 评 天 背 经 ”。 祖 冲 之 童 不 晨 惧 ， 
据 理 驶 斥 ， 写 出 著名 的 《 驶 议 )， 指 出 “ 迟 疾 之 率 ， 非 出 神 
怪 ， 有 形 可 检 ， 有 数 可 推 >， 反 对 “ 信 十 而 疑 今 ”， 表 示 
“ 浮 辞 虚 贬 ， 窃 非 所 惧 ”。《 驳 议 》 是 科学 史上 _ 篇 重要 文 
献 ， 既 反映 了 祖冲之 实事 求 是 的 科学 学 风 ， 又 显示 了 他 不 
旦 权贵 ， 敢 于 坚持 真理 、 敢 于 斗争 的 大 无 晨 精 神 。 恰 遇 孝 
武 去 世 ， 未 能 颁 行 。 冲 之 出 为 娄 县 〈 今 江苏 昆山 县 令 ， 
后 又 为 讽 者 仆 射 。 祖 冲 之 还 改进 指南 车 、 千 里 船 、 水 砍 麻 
及 木 牛 流 马 等 。 人 齐 ， 任 长 水 校 尉 ， 作 《 安 边 论 》 祖冲之 
解 音律 ， 善 博 戏 ， 当 世 没 有 对 手 。 他 还 注释 《 易 经 )、《 老 
于 》《 论 语 》《 庄 子 》《 孝 经 》， 撰 《 述 异 记 》。 

祖冲之 特 善 算 ， 注 《 九 音 》， 
造 《 缀 述 》 (一 说 为 《级 术 》) 数 
二 篇, 已 供 。 目 前 所 知道 祖冲之 
的 数学 成 就 ， 仅 有 将 圆周 率 的 计 
算 精确 到 8 位 有 效 数字 等 几 项 ， 
网 图 3-1-7， 

祖 蜡 之 ,一 作 祖 眶 ， 字 景 
烁 ,祖冲之 之 子 。 少 传 家 业 ， 究 
极 精微 ， 善 于 思考 。 当 其 讶 微 之 BE. 
时 逢 姥 不 能 入 ;有 有 二 移 ; 机 走 '。 “下 下， 于 和 才 ) 
路 思考 问题 ， 一 头 撞 到 仆 射 徐 勉 身 上 。 徐 勉 唤 他 ， 才 醒悟 
过 来 ， 传 为 佳话 。 梁 天 监 初 ， 修 订 乃 父 《大 明 历 》。 九 年 
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(510〉 正 式 颁 行 。 撰 《 缀 术 3， 其 开 立 圆 术 提出 祖 蜡 之 原 
理 ， 彻 底 解决 了 球体 积 问 题 。 


(五 ) 杜 弯 及 其 数学 看 作 


王 访 ， 字 叔 遵 。 北 周 中 山 无 极 ( 今 河北 ， 人 ， 生 平 不 
详 。 甄 弯 所 扎 注 的 数学 书 极 多 ， 十 部 算 经 中 除 后 出 的 《 绥 
术 》《 缉 古 算 经 》 外 都 有 扎 注 的 记载 。 还 造 《 天 和 有 历 》。 可 
是 大 部 分 失传 ， 目 前 传世 的 只 有 《五 经 算术 》 《五 曹 算 
经 》《 数 术 记 遗 注 》 以 及 《 周 佣 算 经 》 的 重 述 。 

显 弯 在 《 数 术 记 遗 》 第 13 种 算法 “珠算 ”的 注 中 具体 
描绘 了 早期 的 珠算 。 在 第 14 种 算法 “计数 ”的 注 中 ， 疆 论 
提出 几 个 测 望 问题 ， 是 传统 数学 著作 中 没有 见 过 的 类 型 。 

《五 曹 算 经 》 包 括 田 曹 、 兵 曹 、 集 曹 、 仓 曹 、 金 蕴 五 
卷 ， 见 图 3-1-8。 共 67 问 ， 解 法 浅 近 ， 其 至 不 用 分 数 。 田 曹 
中 提出 几 种 较 复 杂 的 平面 形 面 积 问题 ， 可 是 解法 都 有 销 远 。 
兵 草 第 九 题 、 金 曹 第 十 题 的 解法 对 于 十 进 小 数 的 概念 有 了 
新 的 发 展 。 

《五 经 算术 》 五 卷 ， 现 传 本 是 戴震 从 《永乐 大 典 》 中 特 
录 出 来 的 ， 见 图 3-1-9。《 五 经 算术 》 列 举 《 易 》《 诗 》 等 癸 
家 经 籍 的 古 注 中 有 关 数 字 计 算 的 地 方 加 以 详尽 解释 ， 对 于 
后 世 研 究 经 学 的 人 是 有 所 帮助 的 ， 但 有 些 解 释 不 免 穿 省 


附会 。 
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图 3-1-9 《五 经 算术 》 书 影 (武英 殿 聚 珍 版 ) 


图 3-1-8 《五 面 算 经 》 书 影 (南宋 本 ) 


隋 至 唐 中 叶 的 数学 著作 和 数学 家 


(一 ) 刘 炬 
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10 卷 ， 声 名 远 播 。 他 
嘲 到 了 张 家 玄 的 谈 毁 。 
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《 历 


《 稽 极 》10 卷 ， 


民 。 刘 烨 车 有 


更 名 《七 歇 新 术 》， 


开 皇 十 七 年 (597〉 张 家 玄 制 成 新 历 


增 损 刘 孝 孙 历法 ， 


撰 新 历 


大业 四 年 (608〉 因 张 寡 芯 


级 正之 ， 
欲 颁 行 其 《 皇 极 历 》， 受 阻 未 


刘 煤 
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未 被 使 用 
断 帝 诏 刘 粳 


法 ， 名 日 《 皇 极 历 》， 
历 日 食 预 报 不 准 ， 
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果 。 刘 烤 翡 愤 成 疾 ， 于 大 业 六 年 抱 恨 辞 世 。 


《 皇 极 历 》 在 数学 上 最 重要 的 贡献 就 是 创造 等 间距 二 次 
内 捅 法 。 


(二 ) 王 孝 通 与 《 缉 古 算 经 》 


《 缉 古 算 经 》 原 称 《 缉 十 算 
术 》， 一 卷 ， 唐 王 孝 通 所 并 注 ， 
见 图 3-1-10。 

王 孝 通 ， 生 平 、 籍 贯 不 详 。 

他 出 身 平 民 ， 武 德 元 年 〈 公 元 
618 年 ) 为 太史 丞 ， 后 为 历 算 博 
士 。 九 年 他 受 诏 与 崔 善 为 驱 正 
傅 仁 均 《 戊 实 元 历 》。 撰 注 《 丝 
bate 险 了 比 不 刀 证 沁 图 3-1-10 《 缉 古 算 经 》 书 及 
术 》 更 加 复杂 的 多 面体 体积 问 ( 汲 古 阔 本 ) 
题 和 勾 股 问题 ， 是 现存 最 早 的 记载 三 次 、 四 次 方程 的 看 作 。 
他 在 天 文学 上 是 守旧 派 。 王 孝 通 历数 周公 以 后 的 数学 名 家 ， 
无 一 当 意 者 ， 即 使 刘 徽 亦 “未 为 司 南 ， “局 刘 已 下 时 
不 足 言 >。 他 指责 《 绥 术 》“ 全 错 不 通 ” “于 理 未 人 尽 ， 说 明 
他 像 算 学 馆 学 官 一 样 对 《 缀 术 》“ 莫 能 究 其 深奥 ”而 亡 加 指 
责 。 而 对 自己 的 《 缉 古 算 经 》 目 训 “如 有 排 其 一 字 者 ， 书 
欲 谢 以 千金 "”， 自 以 为 前 无 古人 ， 后 无 来 者 ， 目 空 一 切 。 数 
峙 家 不 必 做 谦 谦 君子 ， 但 像 王 孝 通 这 样 狂妄 自 大 ， 贬 低 前 
贤 ， 茂 视 同 辈 ， 轻 视 后 学 ， 是 不 足 取 的 。 
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《 缉 古 算 经 》 一 卷 ，20 间 ， 可 以 分 成 4 类 内 容 : 第 一 类 
就 是 第 一 问 ， 是 一 个 关于 历法 的 问题 ， 大 约 是 针对 《 皇 极 
历 》 提 出 的 。 第 二 类 包括 第 二 至 第 六 问 及 第 八 问 ， 共 6 个 问 
题 ， 都 是 工程 中 的 土方 体积 问题 。 其 问题 的 复杂 程度 超过 
以 往 任何 一 部 算 经 。 第 三 类 包括 第 七 问 及 第 九 至 第 十 四 问 ， 
共 7 个 问题 ， 都 是 关于 仓房 和 地 窗 的 问题 。 第 四 类 是 第 十 五 
问 至 第 二 十 问 ， 共 6 个 问题 ， 都 是 已 知 勾 股 形 的 勾 、 股 、 驼 
三 事 中 的 二 者 的 积 或 差 ， 求 色 、 股 、 弦 ， 是 以 往 算 书 中 所 
没有 的 。 第 二 、 三 、 四 类 问题 大 都 归结 为 开 带 从 立方 ， 即 
求 正 系数 三 次 方程 的 正 根 。 有 的 勾 股 问题 归结 为 求解 形 如 
zt 十 bz? 一 c 的 四 次 方程 的 正 根 。 都 通过 两 次 开平 方 求解 。 
这 些 问题 在 当时 是 比较 艰深 的 。 


(三 ) 李 淳 风 等 整理 十 部 算 经 


李 淳 风 等 注释 《 周 骨 算 经 》 《 九 章 算 术 》 等 十 部 算 经 ， 
是 唐 初 以 前 中 国 数学 奠基 时 期 著作 的 总 结 。 

1. 李 澶 风 

李 淳 风 〈602 一 670)， 岐 州 歼 〈 今 陕西 省 凤翔 县 ) 人 。 
天 文学 家 、 数 学 家 。 贞 观 初 (627) 淳 风 建议 重 铸 黄 忆 六 
仪 ， 直 太史 局 。 贞 观 七 年 扎 《 法 象 志 》， 是 制造 新 的 天 文 仪 
器 的 理论 基础 。 浑 天 黄道 仪 于 是 年 制 成 ， 使 浑 仪 观测 性 能 
取得 划时代 的 进步 。 贞 观 十 五 年 任 太 常 博士 ， 迁 太史 下 ， 
扎 《 晋 书 》《 隋 书 》 之 《天 文 志 》 《 律 历 志 》 《五 行 访 》 
是 中 国 天 文学 史 、 数 学 史 、 度 量 衡 史 的 重要 文献 。 约 页 观 
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十 九 年 ， 扎 成 《 乙 已 占 》。《 旧 唐 书 . 李 淳 风 传 》 云 ， 贞 观 
二 十 二 年 , “太史 监 侯 王 思 辩 表 称 《 五 曹 》 《孙子 》 理 多 
外 驶 。 淳 风 复 与 国子监 算 学 博士 染 述 、 太 学 助教 王 真 颂 等 
受 诏 注 《五 曹 》、《 孙 子 》 十 部 算 经 >?。 高 宗 显 庆 元 年 
(656) 注释 完成 “高 宗 令 国学 行 用 ,” 同 年 ， 以 修 国 史 功 
封 昌 乐 县 男 。 麟 德 元 年 〈664) ， 李 淳 风 吸取 隋 刘 烤 在 《 皇 
极 历 》 中 创造 的 定 朔 计算 方法 及 用 二 次 内 捅 法 计算 太阳 、 
月 亮 的 不 均匀 视 运动 等 方法 ， 在 《 乙 已 元 历 》 基 础 上 ， 制 
定 《 麟 德 历 》， 次 年 颁 行 。 直 到 玄宗 开元 十 六 年 〈728) 方 
为 一 行 的 《大 衍 历 》 所 取代 。《 户 德 历 》 运 算 和 简捷， 后 人 
多 效法 。 

2. 十 部 算 经 的 注释 

李 淳 风 等 注释 的 十 部 算 经 经 清朝 戴震 整理 后 称 为 《 算 
经 十 书 》。 : 

《 周 散 算 经 注释 》 是 十 部 算 经 注释 中 水 平 最 高 的 一 部 ， 
指出 8 尺 之 表 南 北 千里 日 影 相 差 1 寸 的 说 法 是 脱离 实际 的 。 
由 于 测 望 的 地 面 不 可 能 是 平面 ， 而 引入 了 四 种 冬 面 重 差 术 ， 
是 个 创举 。 他 们 发 现 赵 爽 用 等 差 级 数 插值 法 推 拭 二 十 四 证 
气 所 得 的 表 影 长 短 与 何 承 天 的 《元 嘉 历 》 祖冲之 的 《大 明 
历 》 等 实际 测量 所 得 的 结果 不 同 ， 指 出 “ 检 勘 术 注 ， 有 所 

《 九 章 算 术 注 释 》 最 有 意义 的 部 分 是 引用 了 祖上 星之 的 开 
立 圆 术 ,， 保存 了 祖 蜡 之 原理 以 及 祖 蜡 之 借助 此 原理 求 出 御 
合 方 盖 的 体积 ， 彻 底 解决 球体 积 的 方法 。《 缀 术 》 失 传 之 
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后 ， 祖 冲 之 父子 的 这 项 成 就 赖 此 流传 到 今天 ， 是 十 分 宝 贯 
的 。 但 是 ， 其 他 注释 多 是 重复 刘 徽 注 ， 几 无 新 意 。 李 学 风 
等 注释 多 次 指责 刘 币 。 而 所 有 这 些 地 方 ， 错 误 的 不 是 刘 徽 ， 
而 是 李 淳 风 等 ， 表 明 李 淳 风 等 无 法 理解 刘 徽 注 的 理论 贡献 
及 其 方法 的 重大 意义 。 

李 淳 风 等 《海岛 算 经 注释 》 只 是 按照 刘 徽 的 术 文 给 出 
了 演算 步 又， 没有 给 出 造 术 的 理由 。 

李 淳 风 等 的 《 张 丘 建 算 经 注释 》 依 《 九 章 算术 》 为 
《 张 丘 建 算 经 》 有 的 题目 补 立 了 术 文 ， 对 读者 很 有 神 益 。 李 
淳 风 等 还 纠正 了 原 书 的 某 些 粗 琉 之 处 。 

《 九 章 算 术 》 卷 五 、 七 、 八 和 《孙子 算 经 》 《五 曹 算 
经 》《 缉 古 算 经 》 等 不 见 李 淳 风 等 的 注释 。 


(四 ) 一 行 与 《大 衍 历 》 


一 行 ， 俗 名 张 逆 (683 一 727)。 魏 州 昌 乐 〈 今 河南 省 两 
乐 县 人 )。 青 年 时 代 即 以 学 识 渊博 而 闻名 于 长 安 。 因 不 悄 与 
武 三 思 为 伍 ， 遂 削 发 为 伪 ， 并 刻苦 学 习 天 文 历 算 。 开 元 九 
年 〈721) ， 由 于 《 麟 德 历 》 预 报 日 食 失 误 ， 玄 宗 诏 一 行 改 
历 。 为 此 在 一 行 的 主持 下 ， 进 行 了 三 项 具有 重大 价值 的 科 
学 工作 :一 是 与 梁 令 豆 设 计 制 造 了 黄道 游 仪 和 水 运 浑 仪 。 
二 是 主持 天 文大 地 测量 ， 得 出 351 里 80 步 “ 极 差 一 度 ” 的 
结论 。 这 实际 上 就 是 求 出 了 地 球 子 午 线 一 度 之 长 ， 被 李 约 
琴 誉 为 “科学 史上 划时代 的 创举 ”。 三 是 公元 725 年 完成 
《大 衍 历 》。 其 中 关于 天 文 历法 计算 的 创新 与 改革 主要 是 不 
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等 间距 二 次 内 插 算法 和 关于 阴阳 历 所 用 的 插值 法 。 后 者 发 
展 了 刘烨 算法 ， 采 用 了 两 级 等 间距 二 次 差 内 择 方 法 。 此 外 ， 
在 《大 衍 历 》 中 ， 一行 给 出 了 太阳 天 顶 为 0 至 81 度 时 ，8 
尺 表 影 长 的 数值 表格 。 它 的 数学 意义 是 一 份 正切 清 数 表 ， 
在 中 国 数学 史上 是 最 早 的 。 


(五 ) 隋唐 算 学 馆 和 明 算 科 


隋唐 在 国子监 设 算 学 ， 唐 更 在 科举 中 设 明 算 科 。 这 是 
中 国 数学 史 和 教育 史上 的 大 事 。 

1. 算 学 馆 

隋 朝 在 国子监 中 开始 设 “ 算 学 ”， 有 算 学 博士 二 人 ， 算 
助教 二 人 ， 学 生 80 人 ， 并 隶 于 国 子 寺 。 唐 朝 的 数学 教育 更 
为 规范 ， 

算 学 馆 的 学 习 科目 就 是 李 淳 风 等 整理 的 《 九 章 算术 》 
等 汉 唐 十 部 算 经 。《 唐 六 典 》 云 : “二 分 其 经 以 为 之 业 : 习 
《 九 章 》、《 海 岛 ，》、《 孙 子 》、《 五 曹 》《 张 丘 建 》《 夏 伐 阳 》、 
《 周 租 》 十 有 五 人 。 习 《组 术 》 《 缉 古 》 十 有 五 人 。 其 《 记 
遗 》 《三 等 数 》 亦 兼 习 之 。” 学 习 年 限 是 : “《 孙 了 于》 《五 
曹 》 共 限 一 年 业 成 。《 九 章 》 《海岛 》 共 三 年 。《 张 丘 建 》 
《 夏 候 阳 》 各 一 年 .。《 周 骨 》 《五 经 算 》 共 一 年 。 《级 术 》 四 
年 。《 缉 十 》 一 年 .” 实 际 上 这 “二 分 ”不 是 同一 年 级 的 甲 、 
乙 班 ， 而 是 一 个 班 的 初级 和 高 级 两 个 阶段 。 另 外 ， 规 定 要 
学 习 《 缀 术 ),， 但 学 官 都 看 不 懂 ， 未 必 实 施 。 而 且 算 学 馆 几 
经 置 废 ， 以 上 的 教学 安排 完全 实行 是 不 可 能 的 。 
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据 《 唐 会 要 》 学 校 条 记载 ， 当 时 还 规定 了 每 年 的 考察 
标准 :“ 其 试 者 ， 通 计 一 年 所 受 之 业 ， 口 问 大 义 ， 得 八 以 上 
为 上 ， 得 六 以 上 为 中 ， 得 五 以 上 为 下 。” 

国子监 设 算 学 馆 改 变 了 隋 以 前 的 官方 数学 教育 “多 在 
史官 ， 不 列 于 国学 ”的 旧 规 。 但 是 学 校 年 限 过 长 ， 教 学 效 
率 差 ， 实 际 上 对 数学 发 展 的 推动 作用 是 十 分 有 限 的 。 

2. 明 算 科 

隋 萌 开始 实行 科举 制度 ， 唐 朝 因 之 。 唐 朝 的 生 徒 和 乡 
页 每 年 可 以 参加 国家 举行 的 考试 ， 分 明 经 、 进 士 、 明 法 、 
明 书 、 明 算 等 科 。 因 算 和 人 仕 ， 这 在 中 国 历史 上 是 第 一 次 。 

明 算 科 的 考试 内 容 ， 据 《 唐 六 典 》 云 : “其 明 算 ， 则 
《 九 章 》 三 帖 , 《海岛 六 《孙子 》 《五 曹 》 《 张 丘 建 》、《 夏 
侯 阳 入 “《 周 租 信 《五 经 》 等 七 部 各 一 帖 。 其 《 绥 术 》 六 帖 ， 
《 缉 古 》 四 帖 ” 其 注 说 明了 考试 标准 及 及 第 后 的 待遇 : “ 录 
大 义 本 条 为 问答 者 ， 明 数 造 术 ， 辨 明 术 理 ， 然 后 为 通 。《 记 
遗 》 《三 等 数 》 谈 令 精 熟 。 试 十 得 九 为 第 。 其 试 《 缀 术 人 
《 缉 古 》 者 ，《 弘 术 》 七 条 ，《 强 古 》 三 条 。 诸 及 第 人 并 录 
壬 ， 仍 关 各 送 吏 部 。 书 、 算 于 从 九 品 下 叙 排 。 关于 考试 标 
准 , 《新 唐 书 。 选 举 志 》 的 记载 稍 异 。 

参加 明 算 科 的 考试 必须 加 试 人 笃 家 经 典 ， 并 且 必 须 及 格 ， 
否则 算 学 考试 及 格 了 ， 也 不 能 及 第 。 而 其 他 各 科 则 没有 加 
试 算 学 的 规定 。 及 第 后 的 待遇 很 低 ， 只 是 从 九 品 下 。 可 匈 ， 
隋唐 尽管 设 算 学 馆 和 明 算 科 ， 终 究 改变 不 了 数学 是 “六 芯 
之 末 ” 的 局 面 。 因 此 ， 实 际 上 参加 明 算 科 考 试 的 不 会 很 多 。 
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正如 杜 伯 《 通 典 》 所 说 : “士族 所 趋 ， 唯 明 经 、 进 士 二 科 
而 已 。 


二 位 ” 算 之 纲 纪 


率 与 齐 同 原理 


《 数 》《 算 数 书 》《 周 仍 算 经 》、《 九 章 算术 》 都 使 用 了 
率 ， 但 总 的 说 来 比较 零散 。 刘 徽 将 率 的 应 用 推广 到 《 九 章 
算术 》 的 九 章 ， 大 部 分 术 文 以 及 200 余 个 题目 的 解法 ， 大 大 
发 展 完善 了 率 的 理论 ， 认 为 率 什 助 于 齐 同 原理 ， 成 为 “ 算 
之 纲 纪 ”。 


一 ” 率 的 定义 和 性 质 


(一 ) 率 的 定义 


率 的 本 义 是 标准 、 法 度 、 准 则 。 相 关 的 各 种 物品 在 同 
一 数量 标准 下 有 不 同 的 数量 表现 ， 就 是 各 目的 标准 量 。 一 
般 说 ， 相 关 的 各 种 物品 在 同一 数量 标准 下 的 相互 数量 关系 
是 不 变 的 ， 这 就 构成 了 率 ， 通 常用 这 些 物品 各 目的 标准 量 
表示 率 。 刘 微 给 率 作 出 了 明确 的 定义 : 

凡 数 相 与 者 谓 之 率 。 
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“ 相 与 ”就 是 现在 的 相关 。 成 率 关 系 的 “ 数 ” 实 际 上 证 一 组 
可 以 按 一 定 关系 变化 的 量 ; 一 组 变量 ， 如 果 它 们 相关 ， 就 
称 为 率 。 成 比例 的 一 组 量 无 疑 呈 率 关 系 。 但 是 ， 刘 徽 的 
“ 率 ” 的 涵义 比比 例 要 深 、 广 得 多 。 


(二 ) 率 的 求法 和 性 质 


1. 率 的 求法 

怎样 求 出 诸 量 之 间 的 率 关系 呢 ? 刘 征 说 : “ 少 者 多 之 
始 ， 一 者 数 之 母 ， 故 为 率 者 必 等 之 于 一 .” 以 票 、 灯 为 例 ， 
5 单位 票 可 以 化 为 1， 而 3 单位 烤 可 以 化 为 1， 因 此 ， 票 5、 
析 3 便 是 票 、 业 的 相 与 之 率 。 当 然 ， 实 际 计算 中 ， 通 常 不 必 
经 由 “等 之 于 一 ”这 一 步 。 

率 ， 可 由 同类 同 级 的 单位 得 出 ， 如 刘 微 所 说 的 “可 俱 
为 铁 ， 可 俱 为 两 ， 可 俱 为 乒 ， 无 所 归 滞 也 ”;， 也 可 由 同类 
而 不 同 级 的 单位 得 出 ， 如 刘 微 所 说 的 “ 斤 两 错 互 而 亦 同 
归 ” 还 可 以 由 不 同类 的 物品 得 出 ， 如 刘 徽 所 说 “ 壁 之 异 
类 ， 亦 各 有 一 定之 势 ”， 如 单位 与 价钱 、 时 间 与 行程 等 等 。 

2. 率 的 性 质 

由 率 的 定义 ， 刘 徽 得 出 如 下 性 质 : 

凡 所 得 率 知 ， 细 则 俱 细 ， 粗 则 俱 粗 ， 两 数 相 抱 而 已 。 
“ 知 ” 训 者 ，“ 抱 ” 即 引 取 。 就 是 说 ， 凡 是 构成 率 关系 的 一 
组 量 ， 其 中 一 个 扩大 “或 缩小 ) 多少 倍 ， 其 余 的 量 也 必须 
同时 扩大 (或 缩小 ) 同 一 倍数 。 刘 微 提 出 了 率 的 三 种 等 量 
变换 “ 乘 以 散 之 ”",“ 约 以 聚 之 ", “ 齐 同 以 通 之 ”。 它 们 最 初 
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是 从 分 数 运算 中 抽象 出 来 的 ， 比 如 分 数 上 ，“ 乘 以 散 之 ”， 就 


是 将 分 数 的 分 子 、 分 母 乘 同一 常数 ， 一 了 2， 其 中 m 为 正 
整数 。“ 约 以 聚 之 ”就 是 以 同一 常数 约 简 其 分 子 、 分 母 。 若 
oa，0 都 能 被 mm 整除 ， 即 c 一 和，d 一 号 ，c，d 皆 为 正 整数 ， 


则 之 一 2d 一 和 你 。 分 数 的 加 法 、 减 法 与 除法 都 要 用 到 “ 齐 同 


a mc 
以 通 之 ”。 这 在 下 面 再 谈 。 

3. 相 与 率 

利用 “ 乘 以 散 之 ， 约 以 聚 之 ”， 可 以 将 呈 率 关系 的 两 个 
分 数 或 两 个 有 公 因 子 的 数 化 成 两 个 没有 公 因 子 的 整数 。 如 
求 圆 周 率 时 ， 刘 徽 将 径 2 尺 与 周 6 尺 2 寸 8 分 化 成 径 率 50， 
周 率 157 等 等 ， 都 是 相 与 之 率 。 因 此 刘 徽 提出 了 相 与 率 的 概 
念 。 他 说 : “ 率 知 ， 自 相 与 通 。 有 分 则 可 散 ， 分 重 登 则 约 
之 。 等 除法 实 ， 相 与 率 也 。” 中 国 古代 没有 素数 与 互 素 的 概 
念 ， 两 个 量 的 相 与 率 ， 就 是 互 素 的 两 个 数 。 相 与 率 的 提出 
可 以 化 简 许 多 运算 。 刘 徽 的 运算 中 基本 上 都 使 用 相 与 率 。 


二 今 有 术 的 推广 与 齐 同 原理 


(一 ) 今 有 术 的 推广 
刘 征 非常 重视 《 九 章 算术 》 提 出 的 今 有 本 ， 把 它 看 成 
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“都 术 ”， 即 普遍 方法 ， 并 且 认 为 : 

诚 能 分 诡 数 之 纷 杂 ， 通 彼此 之 否 塞 ， 因 物 成 率 ， 审 辩 
名 分 ， 平 其 偏 烦 ， 齐 其 参差 ， 则 终 无 不 归于 此 术 也 。 
刘 徽 把 《 九 章 算术 》 中 许多 与 今 有 术 并 列 的 术 文 及 许多 题目 
的 解法 归结 到 今 有 术 。 经 率 术 很 容易 归结 为 今 有 术 。 刘 徽 将 
训 分 术 也 归结 为 今 有 术 。 刘 徽 指出 :“ 于 今 有 术 ， 列 袁 各 为 所 
求 率 ， 副 并 为 所 有 率 ， 所 分 为 所 有 数 。” 像 均 输 术 这 样 复 末 的 
比例 分 配 问题 , 《 九 章 算术 》 已 经 归结 到 训 分 术 ， 刘 微 将 袁 分 
术 归 结 到 今 有 术 ， 自 然 也 将 均 输 术 归 结 为 今 有 术 。 

刘 币 还 把 许多 其 他 算术 问题 归结 到 今 有 术 。《 九 章 算 
术 》 均 输 章 “ 持 米 出 三 关 ” 间 是 还 原 问题 : 

今 有 人 持 米 出 三 关 ， 外 关 三 而 取 一 ， 中 头 五 而 取 一 ， 
内 关 七 而 取 一 ， 余 米 五 斗 。 问 : 本 持 米 几何 ? 
《 九 章 算 术 》 的 解法 是 : 本 持 米 二 (5 斗 X3X5X7) 二 (2X4 
xX6)。 刘 微 注 给 出 了 三 种 方法 。 其 中 第 一 种 是 重 今 有 术 。 他 
说 : “此 亦 重 今 有 也 。 所 税 者 ， 谓 今 所 当 税 之 。 定 三 、 五、 
七 名 为 所 求 率 ， 二 、 四 、 六 皆 为 所 有 率 。” 三 次 应 用 今 有 
术 ， 依 次 求 出 内 、 中 、 外 关 未 税 之 本 米 。 二 次 或 多 次 应 用 
今 有 术 的 方法 ， 刘 微 称 之 为 重 今 有 术 。 


(二 ) 章 同 原理 


赵 爽 《 周 体 算 经 注 》 在 分 数 的 加 、 减 、 除 法 中 都 用 到 
齐 同 原理 ， 却 没有 超过 分 数 的 范围 。 刘 征 则 大 大 拓展 了 齐 
同 原理 的 应 用 。 


96 


1. 率 借助 齐 同 原理 成 为 “ 算 之 纲 纪 ” 

齐 同 原理 源 于 分 数 的 加 、 减 和 除法 运算 。 刘 微 说: 

凡 母 互 乘 子 谓 之 齐 ， 群 母 相 乘 谓 之 同 。 同 者 ， 相 与 通 
同 共 一 母 也 。 齐 者 ， 子 与 母 齐 ， 势 不 可 失 本 数 也 。 
可 见 ， 刘 徽 在 实际 上 把 分 数 的 分 子 、 分 母 看 成 相 与 的 两 个 
量 ， 因 而 可 以 看 成 率 关系 。 这 与 现代 算术 理论 中 关于 分 数 
的 定义 惊人 的 一 致 。[ 法 ] 唐 乃 尔 《理论 和 实用 算术 》 的 分 
数 定义 是 : 

第 一 量 与 第 二 量 两 量 之 比 是 一 个 分 数 ， 分 子 表示 第 一 
量 含 公 度 的 倍数 ， 分 母 表示 第 二 量 含 公 度 的 倍数 。 

因为 分 数 的 分 母 、 分 子 是 率 关系 ， 因 此 ， 关 于 分 数 的 
“ 乘 ”"、“ 约 ”"、“ 齐 同 ” 这 三 种 等 量变 换 自 然 推广 到 率 的 运算 
中 。 实 际 上 ， 这 三 种 等 量变 换 与 率 的 性 质 是 完全 一 致 的 。 

对 复杂 的 数学 问题 ， 需 要 应 用 齐 同 原理 才能 归结 到 今 
有 术 。 

刘 徽 非常 重视 齐 同 术 的 作用 ， 他 说 : 

齐 同 之 术 要 锋 。 错 综 度 数 ， 动 之 斯 谐 ， 其 犹 佩 鳞 解 结 ， 
无 往 而 不 理 看 。 
刘 微 用 率 的 思想 和 齐 同 原理 阐释 、 论 证 了 《 九 章 算术 》 的 
大 部 分 术 文 和 问题 的 解法 。 他 认为 ， 率 借助 于 齐 同 原理 成 
为 “ 算 之 纲 纪 ”: 

乘 以 散 之 ， 约 以 聚 之 ， 齐 同 以 通 之 ， 此 其 算 之 岗 纪 平 。 

2. 诸 率 悉 通 

当 一 个 问题 有 二 组 或 多 组 率 关系 时 ， 可 以 运用 齐 同 原 
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理 使 诸 率 悉 通 。《 九 章 算术 》 均 输 章 “ 青 丝 求 络 丝 ” 问 刘 微 
注 给 出 了 三 种 方法 ， 其 第 二 种 方法 是 诸 率 悉 通 法 。 先 求 出 络 
丝 与 练 丝 的 相 与 之 率 : 络 : 练 王 16 : 12 一 4 : 3。 再 求 出 练 丝 
与 育 丝 的 相 与 之 率 : 练 : 青 二 384 : 396 二 32 : 33。 然 后 ， 使 
两 组 率 中 的 练 丝 率 相 同 ， 同 于 96; 再 使 络 丝 、 青 丝 的 率 与 之 
相 齐 ， 分 别 化 为 128 与 99， 则 络 : 练 : 青 王 128 : 96 : 99， 
即 三 率 悉 通 侨 ”>。 将 青丝 1 斤 作 为 所 有 数 ， 络 率 128 作为 所 
求 率 ， 青 率 99 作为 所 有 率 ， 直 接应 用 今 有 术 求 出 络 丝 数 ， 
刘 徽 认为 ， 这 种 三 率 悉 通 法 ， 可 以 推广 到 任意 多 个 连锁 比 
例 的 问题 :“ 凡 率 错 互 不 通 者 ， 皆 积 齐 同 用 之 。 放 此 ， 虽 四 
五 松 不 异 也 。”“ 持 金 出 五 关 ” 问 就 是 五 转达 到 诸 率 悉 通 的 
例题 。 

3. 了 乔 同 有 二 术 

同一 问题 ， 同 哪个 量 ， 齐 哪个 量 ， 可 以 灵活 运用 。 刘 
人 徽 愉 为 ,，《 九 章 算 术 》 均 输 章 多 有 奉 、 长 安 至 齐 、 成 瓦 、 矫 
天 、 假 田 、 程 耕 、 五 渠 共 池 等 问 ， 尽 管 对 象 不 同 ， 却 都 是 
同 工 共 作 类 问题 。 他 在 五 渠 共 池 问 注 中 说 : “ 自 抱 雁 至 此 ， 
其 为 同 齐 有 二 术 丰 ， 可 随 率 宜 也 。” 以 护肤 问 为 例 . 

今 有 儿 起 南海 ， 七 日 至 北海 ; 雁 起 北海 ， 九 日 至 南海 。 
今 匈 雁 俱 起 ， 间 : 何 日 相逢 ? 

术 日 : 并 日 数 为 法 ， 日 数 相 乘 为 实 ， 实 如 法 得 一 日 。 
《 九 革 算术 》 的 解法 为 : 日 数 二 7X9 二 (7 十 9)。 刘 徽 注 日 . 

按 : 此 术 置 旋 七 日 一 至 ， 雁 九 日 一 至 。 齐 其 至 ， 同 其 
日 ， 宋 六 十 三 日 拒 九 至 ， 雁 七 至 。 今 护 、 座 俱 起 而 问 相 连 
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者 ， 是 为 共 至 。 并 齐 以 除 同 ， 即 得 相逢 日 。 故 并 日 数 为 法 
者 ， 并 齐 之 意 ; 日 数 相 乘 为 实 者 ， 犹 以 同 为 实 也 。 一 日 : 
狗 飞 日 行 七 分 至 之 一 ， 雁 飞 日 行 九 分 至 之 一 。 齐 而 同 之 ， 
者 飞 定 可 和 六 十 三 分 至 之 刀 ， 雁 飞 定 目 行 穴 二 三 从 至 之 七 。 
是 为 南北 海 相 去 六 十 三 分 ， 狗 日 行 九 分 ， 雁 日 行 七 分 也 。 
并 钨 、 雁 一 日 所 行 ， 以 除 南北 相去 ， 而 得 相 固 日 也 。 

刘 微 注 包 含 了 两 种 齐 同 方式 : 

第 一 种 是 “ 齐 其 至 ， 同 其 日 ”: 使 铝 、 雁 发 的 时 间 相 
同 ， 都 飞 63 日 ,那么 操 9 至 ， 雁 7 至 。 儿 雁 同 时 超 飞 而 问 
相逢 的 时 间 ， 是 它们 共同 飞 至 。 因 此 ， 将 齐 即 9 至 和 7 至 相 
加 ， 以 除 同 即 63 日 ， 就 得 到 相关 的 时 间 。 这 是 以 齐 同 术 对 
《 九 章 算术 》 术 文 的 耳 接 论证 。 

第 二 种 是 同 其 距离 之 分 ， 齐 其 日 速 : 每 一 天 儿 飞 全 程 的 


汪 ， 雁 飞 全 程 的 吉 ，“ 齐 而 同 之 ”， 每 一 天 总 飞 全 程 的 83， 厄 


飞 全 程 的 志 。 这 就 是 ， 南 北海 的 距离 六 十 三 分 ， 沟 每 日 飞 九 


分 ， 脸 每 日 飞 七 分 。 因 此 ， 将 护 、 雁 每 日 所 飞 之 分 相 加 ， 以 
除 南 北海 的 距离 ， 就 得 到 相逢 的 时 间 。 这 种 齐 同 的 过 程 征 : 


上 一 03 
月 数 ==1 寺 (5+ 二 1 tea 37(T DT (HE)。 


这 两 种 齐 同方 式 殊途同归 ， 都 是 正确 的 方法 。 这 些 问 
题 中 没有 直接 用 到 率 的 概念 ， 但 是 ， 由 同一 章 乘 传 委 输 问 
刘 徽 注 ， 很 容易 用 率 概念 理解 这 两 种 齐 同方 式 。 乘 传 委 输 
问 是 : 
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分 有 乘 传 委 输 ， 空 车 日 行 七 十 里 ， 重 车 日 行 五 十 里 。 
今 载 太仓 票 输 上 林 ， 五 日 三 返 。 间 ， 太仓 去 上 林 儿 何 ? 

术 日 : 并 空 、 重 里 数 ， 以 三 返 乘 之 ,为 法 。 令 空 、 重 
相 乘 ,又 以 五 日 乘 之 ,为 实 。 实 如 法 得 一 里 ， 

《 九 章 算术 》 的 解法 是 : 里 数 二 (70 里 X50 里 X5 返 ) 二 [(70 
里 十 50 里 )X3 返 ]。 刘 徽 注 日 . 

率 # 一 百 写 十 玉里 之 小 ， 往 逝 用 六 目 贞 。 于 分 有 玉 ， 
即 五 日 为 所 有 数 ， 一 百 七 十 五 里 为 所 求 率 ， 六 日 为 所 有 率 ， 
以 此 所 得 ， 则 三 返 之 路 。 今 求 一 返 ， 当 以 三 约 之 ， 因 令 乘 
法 而 并 除 也 。……… 按 : 此 术 重 往 空 还 ， 一 输 再 还 道 。 置 
空 行 一 里 ， 七 十 分 日 之 一 ， 重 行 一 里 用 五 十 分 日 之 _， 交 
而 同 之 ， 空 、 重 行 一 里 之 路 ， 往返 用 一 百 七 十 五 分 日 之 六 。 
宛 言 之 者 ， 一 百 七 十 五 里 之 路 ， 往 返 用 六 日 。 故 并 窗 、 重 
者 ， 并 齐 也 ; 空 、 重 相 乘 者 ， 同 其 母 也 。 于 今 有 术 ， 五 日 
为 所 有 数 ， 一 百 七 十 五 为 所 求 率 ， 六 为 所 有 率 ， 以 此 所 得 ， 
则 三 返 之 路 。 今 求 一 返 者 ， 当 以 三 约 之 。 故 令 乘 法 而 并 除 ， 
亦 当 约 之 也 。 

刘 微 此 注 含 有 三 段 。 第 二 段 用 训 分 术 求解 ， 略 去 。 那 么 第 
一 、 三 段 有 两 条 不 同 的 思路 。 

第 一 条 思路 是 : 空 车 日 行 70 里 ， 重 车 日 行 50 里 ， 则 行 
10X50 里， 空 车 用 50 日， 重 车 用 70 日 ， 因 此 70X50 里 一 
往返 用 (50 十 70) 日 ， 亦 即 175 里 ,往返 用 6 日 。 将 5 日 为 
所 有 数 ，175 里 为 所 求 率 ，6 日 为 所 有 率 ， 用 今 有 术 便 求 出 
3 返 的 里 数 。 除 以 3 即 一 返 里 数 。 其 中 行 70X 50 里 ， 空 车 
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用 50 日 ， 重 车 用 70 日 ， 是 齐 其 日 ， 同 其 里 。 显 然 ， 儿 雁 术 
刘 徽 注 中 的 “ 齐 其 至 ， 同 其 日 ”与 此 对 应 。 


第 二 条 思路 是 ， 由 题 设 ， 空 车 行 一 里 用 亢 日 ， 重 车 行 


] 66 一- 2 3 对 一 ~ 仁 : - 
一 里 用 二 日 .“ 齐 而 同 之 "， 空 、 重 行 一 里 之 路 ， 往 返 用 Ts 


日 。 显 然 ， 鬼 雁 术 刘 徽 注 中 的 “ 同 其 距离 之 分 ， 齐 其 日 速 ” 
与 此 对 应 。 用 整数 表示 ，175 里 的 路 程 ， 往 返 用 6 日 ， 尔 归 
结 到 今 有 术 ， 求 出 3 返 的 里 数 。 护 雁 术 刘 微 注 中 的 “ 同 其 距 
离 之 分 ， 齐 其 日 速 ” 与 此 对 应 。 这 后 一 条 思路 ， 与 今 归 一 
问题 相同 。 : 

总 之 ， 此 术 刘 徽 注 中 的 两 条 不 同 的 思路 代表 了 两 种 齐 
同方 式 ， 对 应 于 刘 币 处 理 抱 雁 类 问题 的 两 种 齐 同方 式 。 由 
岛 雁 类 问题 与 “ 乘 传 委 输 ” 问 刘 徽 注 中 的 两 种 齐 同 方式 互 
相对 应 可 以 看 出 ， 护 有 雁 类 问题 的 刘 徽 注 尽管 没 有 使 用 率 概 
念 ， 却 也 是 可 以 用 率 概 念 理解 的 。 

3. 齐 其 假 令 ， 同 其 僵 肪 

对 笋 不 足 术 中 的 “不 足 ”， 刘 微 称 为 鹏 。 此 依 大 典 本 ， 
杨辉 本 作 “ 甩 ”。 刘 微 说 : 

盈 觅 维 乘 两 设 者 ， 欲 为 同 齐 之 意 。 
也 就 是 “ 齐 其 假 令 ， 同 其 一 鹏 "。 若 假 令 为 Ab， 则 和 鳃 ab， 
若 假 令 Ba， 则 不 足 亦 为 a6。 刘 徽 认 为 这 是 这 相当 于 a 十 b 次 
假 令 ， 共 出 Ap 十 Ba， 则 既 不 盈 亦 不 腾 。 故 每 次 假 令 (A2 十 
Ba) 二 (Ca 十 六 ， 即 为 不 盈 不 觅 之 正 数 。 这 就 证 明了 《 九 章 算 
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术 》 方 法 的 正确 性 。 
忆 之 ， 刘 徽 空前 地 拓展 了 率 的 应 用 ， 使 之 上 升 到 理论 
的 高 度 。 


(三 ) 算术 趣 题 与 最 小 公 倍 数 


《孙子 算 经 》《 张 丘 建 算 经 》 在 整数 、 分 数 四 则 运算 及 
求 最 小 公 倍数 、 最 大 公约 数 等 方面 的 内 容 相 当 多 ， 并 有 许 
多 在 中 国 历史 上 流传 不 训 的 趣 题 。 

1. 算术 趣 题 

《孙子 算 经 》 和 《 张 丘 建 算 经 》 等 著作 有 相 多 趣 题 ， 其 
中 最 著名 的 是 稚 兔 同 簿 问 与 河上 荡 杯 问 。 《孙子 算 经 》 的 锥 
倪 同 笼 问 : 

今 有 难免 同 签 ， 上 有 三 十 五 头 ， 下 有 九 十 四 足 。 问 ， 
稚 、 免 各 几何 ? 

术 日 , 上 置 三 十 五 头 ， 下 置 九 十 四 足 。 半 其 足 ， 得 四 
十 七 。 以 少 减 多 ， 再 命 之 。 上 三 除 下 三 ， 上 五 除 下 五 。 下 
有 一 际 上 一 ， 下 有 二 除 上 二 ， 有 即将 

又 术 日 上 置 头 ， 下 置 足 。 半 其 足 ， 以 头 除 尾 ， 以 足 
除 头 ， 即 得 。 

这 就 是 中 国 历史 上 在 民间 流传 千 余年 的 鸡 兔 同 笼 问题 。《 孙 
子 算 经 》 的 算法 是 : 
35 35 35 23 


这 是 说 ， 上 是 头 数 35， 下 是 足 数 94。 取 其 足 数 的 去 ， 变 成 


47。 上 少 下 多 。 以 上 减 下 ， 下 变 成 12， 便 是 免 数 ;此 时 变 
成 下 少 上 多 ， 再 以 下 减 上 ， 上 变 成 23， 就 是 稚 数 。 足 比 关 
多 的 数 47 一 35 二 12 便 是 免 数 。 

《孙子 算 经 》 的 “又 术 ” 比 较 抽 象 ， 它 对 任何 稚 免 同 兹 
问题 都 是 适应 的 。 

《孙子 算 经 》 卷 下 与 《 张 丘 建 算 经 》 卷 下 都 有 “河上 
荡 杯 ” 问 ， 数 字 相 同 而 文字 稍 异 。《 张 丘 建 算 经 》 的 文 
字 是 : 

今 有 妇 人 于 河上 荡 杯 。 津 吏 问 目 : “ 杯 何 以 多 ?” 妇 和 
苦 日 , “家 中 有 客 ， 不 知 其 数 。 但 二 人 共 桨 ， 三 人 共 间 ， 四 
人 共 饭 ， 凡 用 杯 六 十 五 问 : 人 几何 ? 

术 日 : 列 置 共 杯 人 数 于 右 方 ， 又 置 共 杯 数 于 左 方 。 以 
人 数 互 乘 杯 数 ， 并 ， 以 为 法 。 令 人 数 相 乘 ， 以 乘 杯 数 ， 为 
朗 。 详 郊 法 符 一 。 


其 解法 是 : 
杯 数 人 数 
1 2 12 2 
左 行 相 加 得 26 
1 3 人 数 互 乘 杯 数 -一 8 3 
右 行 相 乘 得 24 
| 4 6 4 


于 是 .65 义 24 一 26 王 60。 这 实际 上 是 
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es re le 2 欠条 
a] 小 人 oan 9 (3x3X4 | 3X3X1! 2X3X4 


-20 
一 6891060。 


2. 最 小 公 倍 数 的 应 用 

《 张 丘 建 算 经 》 卷 上 “甲乙 两 行营 周 ” 问 〈 略 去 答 
案 ) 是 : 

邻 有 办 营 周 七 百 二 和 十 步 ， 中 营 周 九 百 六 十 步 ， 外 营 周 
一 千 二 再 步 。 甲 ， 书 、 丙 三 人 直 夜 。 甲 行内 营 ， 乙 行 中 营 ， 
丙 行 外 营 ， 俱 发 南 门 。 甲 行 九 ， 乙 行 七 ， 丙 行 五 。 间 : 各 
行 几何 周 俱 到 南 门 ? 

术 目 :， 以内、 中 、 外 周 步 数 互 乘 甲 、 忌 、 丙 行 率 。 求 
等 数 ， 约 之 ， 各 得 行 周 。 

《 张 丘 建 算 经 》 的 文字 太 简 括 。 根 据 刘 孝 孙 的 细 草 ， 这 是 先 
将 三 营 周 720，960，1200 用 其 最 大 公约 数 240 约 人 向 ， 化 为 
3，4，5。 然 后 布 算 如 下 : 


营 周 各 行 
3 9 3 36 B 12 
4 7 将 右 行 骨 乘 4> 4 ”28 左 行 对 应 除 右 行 站 4 / 
5 5 5 交 5 并 


12，7，4 分 别 是 甲 、 乙 、 两 行 周 数 。 刘 孝 孙 没有 说 明 右 行 即 各 行 
率 为 什么 要 乘 4。 我 们 认为 乘 4 的 原因 是 ， 求 写字 ， 侍 的 最 小 


从 倍数 ， 旁 置 公 分 母 9X7X5， 变 成 求 3X7X5, 4X9X5， 
5X9X7 的 最 小 作 售 数 ， 这 就 是 9X7X5X4， 它 与 公分 母 相 比 多 一 
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个 因子 4。 虽 未 明确 表述 ,《 张 丘 建 算 经 》 及 刘 孝 孙 通 晓 求 最 小 公 
倍数 的 方法 ， 则 是 无 疑 的 。 


第 三 节 ” 勾 股 和 重 差 


赵 爽 、 刘 微分 别 证 明了 《 九 章 算 术 》 的 解 勾 股 形 请 公 
式 ， 并 有 增补 。 两 者 内 容 基 本 一 致 。 他 们 主要 使 用 出 入 相 
补 原理 ， 而 术语 稍 有 区 别 。 比 如 面积 ， 赵 爽 仍 用 “ 实 *"， 而 
刘 币 则 用 “ 短 ”。 刘 币 在 证 明 勾 股 容 方 、 容 圆 公 式 和 测 望 问 
题 时 还 应 用 了 率 的 理论 ， 为 此 提出 了 勾 股 相 与 之 势 不 失 本 
率 的 原理 。 


一 ”对 勾 股 定理 与 解 勾 股 形 诸 公 式 的 证 明 


(一 ) 对 勾 股 定理 的 证 朋 


对 色 股 定理 ， 赵 爽 、 刘 徽 提 出 了 不 同 的 证 明 方法 。 刘 
徽 的 方法 是: 
勺 自 乘 为 朱 方 ， 股 自 乘 为 青 方 ， 令 出 入 相 补 ， 各 
从 其 类 ， 因 就 其 余 不 移动 也 ， 合 成 驴 方 之 项 。 
这 几 句 话 太 简 括 。 对 其 理解 ， 自 清 代 中 叶 以 来 诸 说 不 一 。 
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我 们 认为 ， 李 江 的 图 较 有 道理 。 如 图 
3-3-1， 和 作出 义 、 股 、 玫 为 边 长 的 正方 
形 ， 将 勾 方 中 的 工 、 股 方 中 的 正 、 区 
分 别 移 至 弱 方 中 的 I 、 了 I'"、 梧 ', 义 
方 、 股 方 与 弦 方 重合 的 部 分 不 动 ， 恰 
”和 恰 蔷 满 弦 方 ， 从 而 证 明了 勾 股 定理 。 图 3-31 为 股 术 之 出 入 相 补 


(二 ) 对 解 勾 股 形 诸 公式 的 证 明 


赵 奏 、 刘 微分 别 以 抽象 的 语言 表达 了 《 九 章 算术 》 应 
用 的 解 勺 股 形 公式 ， 甚 证 明 方法 大 同 小 异 。 刘 徽 还 证 明了 
可 股 数组 公式 。 我 们 说 举 几 例 。 

1. 勺 右 、 股 第 与 弦 萎 的 关系 

为 了 证 明 解 勺 股 形 诸 公 式 ， 赵 更 与 刘 徽 都 首先 讨论 了 
勺 、 股 需 与 弦 害 的 关系 。 赵 爽 说 : 

几 并 义 、 股 之 实 即 成 弦 实 。 或 方 于 内 ， 或 矩 于 外 。 形 
诡 而 量 均 ， 体 殊 而 数 齐 。 义 实 之 矩 以 股 弦 差 为 广 ， 股 弦 并 
为 变 ， 耐 股 买 方 基 里。 股 实 之 和 矩 以 义 弦 差 为 广 ， 勾 蓄 
并 为 衷 ， 而 勺 实 方 其 里 。 
刘 徽 也 有 类 似 的 论述 。 此 谓 勺 才 与 股 堪 构成 弱 颖 时， 有 图 
3-3-2 (1)、(2) 两 种 情形 。 在 图 3-3-2 (1) 中 ， 乔 在 终 方 
内 裁 去 以 股 5 为 边 的 正方 形 ， 则 剩余 的 部 分 就 是 义 天 之 矩 ， 
常 简称 为 色 矩 ， 其 面积 为 一 咏 。 同 样 ， 若 在 弦 方 内 裁 去 以 
勾 a 为 边 的 正方 形 ， 则 剩余 的 部 分 就 是 股 寡 之 算 ， 篆 傈 称 为 
股 着 ， 其 面积 为 一 a ，。 
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(1) 勾 距 (2) 股 短 


图 3-3-2 勾 纶 与 股 短 


2. 对 由 弦 与 勾 股 差 (并 ) 求 食 、 股 公式 的 证 明 

(1) 弱 与 匀 股 差 求 勺 、 股 

赵 殉 与 刘 徽 都 给 出 了 由 弦 c 及 色 股 差 2 一 4 求 勺 、 股 的 
抽象 公式 。 刘 微 说 : 

令 户 广 为 义 ， 高 为 股 ， 两 隅 相去 一 到 为 驴 ， 高 多 于 广 
六 尺 八 寸 为 义 股 差 。 按 图 为 位 ， 防震 适 满 万 寸 。 倍 之 ， 减 
义 股 差 圭 ， 开 方 除 之 。 其 所 得 则 高 广 并 数 。 以 差 减 并 而 半 
之 ， 即 户 广 ;加 相 多 之 数 ， 即 户 高 也 。 
刘 微 将 一 个 弦 寡 分 解 成 4 个 勾 股 形 及 一 a+b 
个 以 色 股 差 5 一 a 为 边 长 的 小 正方 形 。 取 两 
个 驴 军 ,将 其 中 一 个 除去 (56 一 4a)， 而 将 
剩 余 的 4 个 勾 股 形 拼 到 另 一 个 强 带 上 ， 则 | b 
得 到 一 个 以 勾 股 并 ba 为 边 长 的 大 正方 a 
加 图 3.3.3， 其 面积 为 (6 十 4)? 一 20 一 。 对 玉 季 六、 
(5b 一 &》。 于 是 pa yo — Way. a 
因此 


TO 


a 一 广 [CO 二 四 一 (一 0] 一 二 [LV22 一 0007 一 (一 o)， 
(3-3-1) 
5 一 [GO 二 oO) 十 (一 四] 一 广 LV32 一 0 (Bey, 

它们 与 《 九 章 算术 》 的 公式 《2-3-27) 蚌 等 价 的 ， 应 该 
是 赵 碍 、 刘 徽 前 人 们 的 化 简 。 

(2) 由 弦 与 义 股 并 求 勾 、 股 

赵 爽 、 刘 微 提出 并 证 明了 由 弦 c 与 勾 股 并 a 十 56， 求 a， 
b 的 公式 。 刘 徽 的 方法 是 : 

其 勾 股 合 而 自 相 乘 之 医者 ， 令 弦 自 乘 ， 倍 之 ， 为 两 弦 
竹 ， 以 减 之 。 其 余 ， 开 方 除 之 ,为 义 股 差 。 加 于 合 而 半 ， 
为 股 ; 减 差 于 合 而 半 之 ， 为 义 。 义 、 股 、 芭 即 高 、 广 、 变 。 
其 出 此 图 也 ， 其 倍 弦 为 衷 。 
勾 股 合 即 勾 股 并 。 如 图 3-3-4， 
将 Lb 十 a》 中 的 I、 卫 、 卫 移 至 
2c 的 [、I、 本 处 ， 则 45 十 a> 与 
2c 相 比 ， 只 有 以 6 一 a 为 边 长 的 
黄 方 未 被 填 满 ， 于 是 (6 一 a 一 
2 一 (于 十 cj， 进而 在 一 人 = 


VY 天 “一 ( 履 十 2 > o 那 ? 作 * 


图 3-3-4 ” 弦 与 勾 股 并 求 和 名、 股 


一 二 [8 一 (一 0] 一 二 [toay—y 2c — (tatby |, 


(3-3_2) 
一 坟 [CO 二 oO) 十 (6 一 O)] 一 广 [C 二 oa 十 VB pr 


CL 


很 容易 看 出 它 与 刘 徽 简 化 的 弦 与 匀 股 差 公 式 (3-3-7) 的 对 


108 


称 性 。 

(3) 关于 勾 股 差 问 题 的 拓展 

刘 徽 还 给 出 了 求 勾 股 差 ， 及 用 勾 股 差 与 弦 求 勾 的 新 方 
法 。 刘 徽 说 : 

其 矩 勾 之 短 ， 倍 和 勾 为 从 法 ， 开 之 亦 勾 股 差 。 以 义 股 差 才 
减 弦 宕 ， 半 其 余 ， 差 为 从 法 ， 开 方 除 之 ， 即 义 也 。 
刘 微 的 矩 色 指 如 一 a*， 与 赵 爽 的 矩 色 指 c 一 5 是 不 同 的。 这 
段 注 文 表示 : 

(b—a)’ 二 2a(b—a)=B—a’, (3-3-3) 


z+ (6—a)a=3 [ce —(6—a)?]。 (3-3-4) 


公式 (3-3-3〉 和 “(3-3-4〉 分别 是 求 5 一 a 与 a 的 带 从 开平 方 
式 。 赵 歼 也 给 出 了 开 方 式 (3-3-4)。 

3. 对 由 色弱 差 、 股 弦 差 求 勾 、 股 、 弦 公式 的 证 明 

赵 误 、 刘 徽 都 对 公式 〈2-4-34) 作出 了 证 明 。 刘 徽 的 方 
法 是 : 

凡 勾 之 在 股 ， 或 矩 于 表 ， 或 方 于 里 。 连 之 者 举 表 算 而 
端 之 。 又 从 名 方 里 令 为 青 矩 之 表 ， 未 满 黄 方 。 满 此 方 则 两 
端 之 那 重 于 隅 中 ， 各 以 股 弦 差 为 广 ， 勾 驴 差 为 衷 。 故 两 端 
差 相 乘 ， 又 们 之 ， 则 成 黄 方 之 圭 。 开 方 除 之 ， 得 黄 方 之 面 。 
其 外 之 青 知 ， 亦 以 股 弦 差 为 广 。 故 以 股 驴 差 加 ， 则 为 义 世 。 
有 收 ， 音 、 义 同 余 。《 史 记 “。 历 书 》: “先王 之 正 时 也 ， 履 端 于 
始 ， 举 正 于 中 ， 归 纤 于 终 。?“ 归 收 于 终 ”，《 左 传 》 作 “ 归 余 
于 终 ”。“ 两 端 之 独 ” 指 青 寡 之 矩 位 于 两 端 多 余 的 部 分 。 刘 微 
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将 图 3-3-2 (2) 旋转 180° 与 图 3-3-2 
(1) 合 合 ， 成 为 图 3-3-5。 股 备 之 和 矩 
与 由 勾 方 变 成 的 青 寡 之 矩 的 面积 之 
和 应 为 性 十 用 一 c， 却 未 将 黄 方 填 
满 。 而 应 该 填 满 黄 方 的 这 部 分 ， 恰 
年 育才 之 和 矩 位 于 两 端的 多 余 的 部 


(c-a)(c-b) 


图 3-3-5 ”由 和 句 弦 差 、 
分 ， 它 们 与 股 矩 重合 于 弱 方 的 两 股 弦 差 求 向 、 股 、 豆 


角 ， 广 是 c 一 0， 长 是 c 一 <， 其 面积 之 和 是 2(Cc ae 让 
黄 方 的 面积 应 应 与 此 相等 ， 印 为 2(c 一 ac)(c 一 0) 。 那么 黄 方 的 


洒 长 为 YOUe 一 ce 一 本 。 另 一 方面 ， 黄 方 的 边 长 是 a 十 6 一 


ew 于 是 十 2 一 上 一 20c 一 OFc 一 丰 。 由 a 二 (a 十 6 一 c) 十 (ec 
一 6)，65 二 (a 十 6 一 cc) 十 (cc 一 a)， < 一 《4& 十 0 一 C) 十 (c 一 0) 十 (ec 
一 上 )， 便 证 明了 (2-3-28) 式 。 


(三 ) 刘 微 对 勾 股 数组 公式 的 证 明 


刘 徽 首次 用 出 人 相 补 原理 对 《 九 章 算术 》 (2-3-29) 进 
行 了 证 明 。 刘 徽 说 : 

术 以 同 使 无 分 母 ， 故 令 勾 弦 并 自 乘 为 朱 、 黄 相连 之 方 。 
股 上 自 乘 为 青 万 之 矩 ， 以 勾 弦 并 为 吝 ， 差 为 广 。 今 有 相 引 之 直 ， 
加 损 同上 。 其 图 大 体 ， 以 两 弦 为 豪 ， 勾 弦 并 为 广 。 引 横断 其 
半 为 弦 率 。 列 用 率 七 自 乘 者 ， 勾 弦 之 并 率 。 故 弦 减 之 ， 余 为 
义 率 。 同 立 处 是 中 停 也 。 迪 勾 弦 并 为 率 ， 故 亦 以 股 率 同 其 
克也 。 
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这 是 说 ， 以 “ 同 ”， 即 色弱 并 率 m 化 去 
分 母 ， 使 都 变 为 整数 。 因 此 ， 其 赂 图 以 
色弱 并 c 十 a 作为 广 , AT 为 勾 a，TD 为 
弦 c， 使 〈c 十 a) 为 朱 、 黄 相连 之 方 
ABCD， 如 图 3-3-6。 其 中 AGHI 是 朱 
方 ， 即 ws HICK 是 黄 方 ， 即 弦 方 己 ; 
AMPL 也 是 弦 方 cc; 那么 ，IHGIMPL 图 3-3-6 勾 股 数组 之 证 明 

是 青 知 之 矩 ， 即 # 二 一 a 。 将 青 适 之 矩 引 直 ， 变 成 BEFC， 以 
c 一 d 为 广 ，c 十 ao 为 蛮 。 因 此 ， 整 个 图 形 AEFD 就 以 勾 弱 并 c 十 a 
为 广 ， 以 两 弦 2 为 束 。 勾 率 、 股 率 、 弦 率 是 a4cTa)， 
blc 十 a)，clc 十 a)。clc 十 Q) 是 整个 图 形 的 一 半 。 这 就 是 说 ,使 


股 率 也 有 同样 的 变 ， 而 cCc+@D) 二 [Cc 二 a) 十 区 a(c 十 a) 二 


(c 十 a 一 c《c 十 a)。 而 由 于 (c 十 a) :6b 一 m:n， 疏 c (ca) = 


5 (E+) sa (cta) 二 1 一 二 (mm 十 7 ) 一 二 (ni — 0 Ys 
b 


(c 十 a〉 二 mr。 容易 得 到 (2-3-29) 式 。 


(四 ) 对 勾 股 容 圆 公式 的 证 朋 


刘 微 注 采用 出 人 相 补 原理 和 勾 股 相 与 之 势 不 失 本 率 的 原理 
两 种 方式 分 别 证 明了 《 九 章 算 术 》 的 勾 股 容 方 公式 (273-30) 
和 色 股 容 圆 公式 (2-3-31)。 谨 以 勾 股 容 贺 公式 的 证 明 为 例 。 

1. 借助 出 入 相 补 原理 的 证 明 

刘 微 色 股 容 圆 注 的 第 一 段 说 : 
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叉 以 圆 大 体言 之 ， 股 中 青 必 令 立 规 于 横 广 ， 义 、 股 又 
邪 三 径 均 。 而 复 连 规 ， 从 横 量 度 义 股 ， 必 合 而 成 小 方 矣 。 
勺 、 股 相 乘 为 图 本 体 ， 朱 、 青 、 黄 固 各 二 ， 倍 之， 则 为 各 
四 。 可 用 画 于 小 纸 ， 分 裁 那 正之 会 ， 令 其 倒 相 补 ， 各 以 类 
合 ， 成 修 医 : 圆 径 为 三 ， 并 义 、 股 、 弦 为 误 。 故 并 义 、 股 、 
骇 以 为 法 。 


图 3-3-7 勾 股 容 辕 
勾 股 容 圆 如 图 3-3-7 (1)。 取 一 个 容 圆 的 勾 股 形 ， 从 圆心 将 
其 分 割 成 2 个 朱军 、2 个 青 罕 、1 个 黄 宕 ， 其 中 黄磊 的 边 长 
是 圆 半径 +。 两 个 这 样 的 勾 股 形 拼 成 为 一 个 以 勺 a 为 损 ， 以 
股 65 为 长 的 长 方形 ， 如 图 3-3-7 (2)。 取 2 个 这 样 的 长 方形 ， 
其 面积 为 2a26。 各 以 其 类 重新 拼合 ， 成 为 一 个 以 容 圆 直径 4 为 
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广 ， 以 勾 、 股 、 弦 之 和 ae 十 十 c 为 长 的 长 方形 ， 如 图 3-3-7 
(3)。 其 面积 为 〈e 十 8 十 c) qd。 显然 ，2ap 一 (a 十 2 十 c)&g， 便 
求 出 了 容 圆 直 径 公 式 (2-3-31)。 

2. 借助 率 的 证 明 

(1) 勾 股 相 与 之 势 不 失 本 率 原 理 

刘 御 在 勾 股 容 方 注 第 二 段 首先 提出 : 

方 在 义 中 ， 则 方 之 两 廉 各 自 成 小 义 股 ， 而 其 相 与 之 舅 
不 失 本 率 也 。 
这 是 相似 色 股 形 的 一 个 重要 性 质 ， 用 现今 的 术语 ， 就 征 相 
似 色 股 形 对 应 边 成 比例 。 设 两 个 相似 的 勾 股 形 的 边 长 分 别 
是 a,， b,c 和 ai1，01，c1， 则 

warbre=a :ho (3-3-5) 

刘 微 利用 这 一 原理 证 明了 《 九 章 算 术 》 中 关于 勾 股 数 
组 的 应 用 ， 勾 股 容 方 、 容 圆 及 测 望 问题 的 解法 。 

(2) 勾 股 容 圆 公式 的 证 明 

刘 徽 用 勾 股 相 与 之 势 不 失 本 率 原理 证 明了 (2-3-31) 式 : 

又 画 中 驼 以 观 除 会 ， 则 勾 、 股 之 面 中 央 小 勾 股 弦 。 弥 
之 小 股 ， 股 之 小 勾 央 小 方 之 面 ， 迪 圆 径 之 半 。 其 数 故 可 服 
之 ， 以 义 、 股 、 弦 为 列 衰 ， 副 并 为 法 。 以 义 乘 未 并 者 ， 各 
自 为 实 。 实 如 法 而 一 ， 得 义 面 之 小 股 ， 可 知 也 。 以 股 乘 列 
衰 为 实 ， 则 得 股 面 之 小 义 可 知 。 
他 过 圆心 作 中 弦 ， 实 际 上 是 平行 于 弦 的 直线 。 中 弦 与 义 、 股 上 
的 一 段 ， 及 自 圆 心 到 勾 、 股 的 半径 分 别 构成 小 勾 股 形 ， 它 们 都 
与 原色 股 形 相似 ， 且 其 周 长 分 别 是 原 勾 股 形 的 勾 与 股 。 如 图 


直上 


3 人》 以 义 上 的 小 色 股 形 为 例 ， 设 其 三 边 为 iy Ds Cs 
显然 wm 十 和 十 c = 二 a， 由 (3-3-5) 陈 ， 0] :hb “CQ: bp: C 9 由 


_ a ax yy 5 _ Zib s 


定 《 九 章 算术 》 提 出 的 公式 (2-3_31)、 以 股 上 的 小 色 股 形 亦 可 
得 到 同样 的 结果 。 


二 ” 重 差 术 


部 冬 注 《 周 礼 》 云 : 南 戴 日 下 万 五 千里 。 刘 徽 说 ，“ 夫 
三 尔 者 ， 以 术 推 之 。” 这 里 的 术 ， 就 是 重 差 术 。 实 际 上 ， 刘 
安 《 淮 南 子 。 天 文 训 》 中 有 重 差 术 的 萌芽 ， 到 赵 亦 、 刘 微 
时 代 ， 重 差 术 的 重 表 、 连 索 、 累 矩 三 种 基本 的 测 望 技术 已 


公元 备 。 
(一 ) 重 表 法 


重 表 法 在 《海岛 算 经 》 中 首 见 之 于 望海 岛 问 ， 

分 有 望海 岛 ， 立 两 表 ， 齐 高 三 丈 ， 前 后 相去 千 步 ， 令 
后 表 与 前 表 参 相 直 。 从 前 表 却 行 一 百 二 十 三 步 ， 人 目 著 地 
取 怪 曙 峰 ， 与 表 末 参合 。 从 后 表 却 行 一 百 二 十 七 步 ， 人 目 
着 地 取 望 岛 峰 ， 亦 与 表 末 参合 。 问 : 岛 高 及 去 表 各 几何 ? 

术 日 : 以 表 高 乘 表 间 为 实 ， 相 多 为 法 ， 除 之 。 所 得 加 表 
高 ， 即 得 岛 高 。 求 前 表 去 岛 远 近 者 ， 以 前 表 却 行 乘 表 间 为 实 ， 
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相 多 为 法 ， 除 之 ， 得 岛 去 表 数 。 
如 图 3-3-8， 设 表 高 为 h， 表 间 
为 4d， 前 表 AB， 却 行 全 上， 
BE 为 b1， 后 表 CB， 却 行人 至 
F，BF 为 6b， 岛 高 PQ 为 p， 


前 表 至 岛 BQ 为 q， 此 有 即 : 图 3-3-8 ” 重 表 法 
p=hd {bh — hh, (3-3-6) 
g=bid~(b—h)。 ( 3-3-7 ) 


其 中 的 表 间 与 两 表 却 行 相 多 都 是 两 个 量 的 差 ， 所 以 叫 
重 差 . 《淮南 子 》 已 经 使 用 公式 (3-3-6)。 实际 上 刘 徽 在 
《 九 章 算术 注 序 》 中 就 给 出 了 用 重 表 法 测 望 太阳 高 、 远 的 重 

此 海岛 高 4 里 55 步 ， 前 表 至 海岛 102 里 150 步 ， 以 魏 
尺 1 尺 合 今 23.8 厘米 计算 ， 岛 高 为 1792. 14 米 ， 前 表 至 海 
岛 43911 米 ， 中 国 沿海 无 高 1000 多 米 而 又 距 大 陆 仅 40 多 干 
米 的 海岛 。 联 系 到 刘 徽 《 九 章 算 术 注 序 》 论述 重 差 术 时 说 
过 “ 况 泰 山 之 高 与 江海 之 广场 ， 我 们 认为 望海 岛 问 是 以 泰 
山 为 原型 的 。 泰 山 极 顶 海拔 高 程 为 1532.3 米 ， 且 泰山 南 偶 
西方 向 十 分 陡 晴 ，/” 千 米 外 的 泰安 城 海 拔 即 下降 到 130 米 。 
自 今 肥 城 高 次 、 城 宫 一 带 测 望 泰山 无 任何 障碍 。 刘 微 测 思 
的 结果 与 泰山 的 实际 高 度 尽管 有 座 差 ， 但 比 清 代 阮 元 用 重 
差 术 对 泰山 的 测 望 结果 还 是 精确 得 多 ( 阮 元 测 得 的 结果 为 


高 233 丈 5 寸 8 训 分 ， 级 合 海拔 970 米 )。 
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(二 ) 连 索 法 


连 案 法 首 见 之 于 《海岛 算 经 》 第 3 问 望 方 邑 问 ， 

分 有 南 望 方 吕 ,不知 大 小 。 立 两 表 ， 东 西 去 六 丈 ， 齐 
人 目 ， 以 索 连 之 。 令 东 表 与 吧 东 南阳 及 东北 阳 参 相 直 。 当 
东 表 之 北 却 行 五 步 ， 表 望 邑 西北 阳 ， 入 索 东 端 二 丈 二 尺 六 
才 半 。 又 却 北 行 去 表 一 十 三 步 二 尺 ， 遥 望 昌 西北 隅 ， 适 与 
西 表 相 参合 。 间 : 邑 方 及 吧 去 表 各 几何 ? 

术 日 : 以 入 索 乘 后 去 表 ， 以 两 表 相 去 除 之 。 所 得 为 景 
长 。 以 前 去 表 减 之 。 不 尽 ， 以 为 法 。 量 
后 去 表 ， 以 前 去 表 减 之 , 余 ， 以 乘 入 索 
为 实 。 实 如 法 而 一 ， 得 虽 方 。 求 去 表 远 
近 者 ， 置 后 去 表 ， 以 景 长 减 之 ， 余 ， 以 
乘 前 去 表 ， 为 实 。 实 如 法 而 一 ， 得 昌 
去 表 。 

如 图 3-3-9, 设 邑 方 为 w， 邑 去 表 为 7， 两 
表 相 去 为 4， 东 表 前 却 行为 6b， 入 索 为 
e， 东 表 后 却 行为 记 ， 刘 征 先 求 出 景 长 ， 
设 景 长 为 &， 则 二 eb 二 d; 那么 ， 
4 一 e(pb 一 入) 一 (R 一 六 ) ， 
C= bE) (Rk—h } 


图 3-3-9 连 索 法 


(三 ) 累 矩 法 
条 算法 首 见 之 于 《海岛 算 经 》 第 4 问 望 深谷 问 : 
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今 有 望 深 谷 ， 优 和 矩 岸上 ，, 令 勾 高 六 尺 。 从 勾 端 望 合 底 ， 
入 下 股 九 尺 一 寸 。 又 设 重托 于 上 ， 其 矩 间 相去 三 文 。 更 从 
义 端 望 谷底 ， 入 上 股 八 尺 五 寸 。 问 : 谷 深 几何 ? 

术 日 : 置 矩 间 ， 以 上 股 乘 之 , 为 实 。 上 、 下 上 股 相 减 ， 
余 为 法 。 除 之 ， 所 得 以 勾 高 减 之 ， 有 即 得 合 深 。 
如 图 3-3-10， 设 矩 之 色 高 为 w， 和 矩 间 


,| 
为 4， 下 股 为 名 ， 上 股 为 如 ,日 去 地 
为 p， 谷 深 为 h， 此 即 望 谷 公 式 B 
| 
h=db»——(b ts 


刘 徽 还 有 更 为 复杂 的 三 次 、 四 次 

测 望 的 问题 。 由 于 刘 微 对 《 重 差 》 的 

自 注 及 图 已 佚 ， 清 中 叶 以 来 ， 人 们 开 “ 9 
始 探讨 刘 徽 的 思路 。 目 前 学 术 界 基本 。 “” 
上 有 三 种 意见 。 一 是 以 相似 勾 股 形 对 应 边 “ 相 与 之 势 不 失 
本 率 ” 的 原理 证 明 的 ， 二 是 用 出 入 相 补 原理 证 明 的 ， 三 是 
鉴于 刘 徽 对 《 九 章 算 术 》 勾 股 章 比 较 复 杂 的 问题 都 是 同时 
使 用 上 述 两 种 原理 ， 那 么 刘 微 对 《海岛 算 经 》 这 些 比 勾 股 
章 复 杂 得 多 的 术 文 亦 应 如 此 。 


《 数 术 记 遗 注 》 中 的 测 望 问题 


《 数 术 记 遗 》 第 14 种 算法 的 甄 弯 注 提出 了 三 个 测 望 问 
题 ， 其 中 第 一 个 问题 是 : 
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或 同日 : “ 今 有 大 水 不 知 广 狭 ， 欲 不 用 算法 ， 计 而 知 
之 。 “ 假 令 于 水 北 度 之 者 ， 在 水 北 置 三 表 ， 令 南北 相 直 ， 
各 相去 一 丈 。 人 在 中 表 之 北平 直 相 望 水 北岸 ， 令 三 相 直 ， 
即 记 南 表 相 望 相 直 之 处 。 其 中 表 人 目 望 处 亦 记 之 。 又 从 中 
相 望 处 直 望 水 南岸 ， 三 相 直 ， 看 南 表 相 直 之 处 亦 记 之 。 取 
南 表 二 记 之 处 高 下 ， 以 等 北 表 点 记 之 。 还 从 中 表 前 望 之 所 
北 望 之 ， 北 表 下 记 三 相 直 之 北 ， 即 河北 岸 也 。 又 望 上 记 三 
相 直 之 处 ， 即 水 南岸 。 ed 
如 图 3-3-11， 设 河 的 北岸 A， 南 
尾 B， 欲 求 AB 的 长 度 。 在 北岸 北 
侧 等 距 放 置 垂直 于 AB 的 三 根 表 。 
从 中 表 的 玉 处 望 北岸 A 处 ， 交 南 
表 于 M， 望 南岸 B 处 ， 交 南 表 于 
N, 在 北 表 外 取 P; 总 三 点,， 穗 
PQ 二 MN，PM//QN//AB， 从 
FF 望 P,， 交 BA 的 延长 线 于 C， 
望 Q, 交 BA 的 延长 线 于 DD， 则 
CD 二 AB， 量 出 CD 的 长 度 ， 便 
可 以 知道 AB 的 长 度 。 

于 弯 提 出 的 第 三 个 问题 是 : 

或 问 日 :“ 今 有 深 坑 ， 在 上 春之， 可知 尺 数 已 否 ?” 

从 日 :“ 以 一 杖 任意 长 短 ， 假 令 以 一 天 之 杖 撕 著 坑 中 ， 
人 在 尾 上 手 换 之 一 杖 ， 舒 手 望 坑 中 之 杖 ， 遥 量 知 其 寸 数 。 
即今 一 人 于 平地 所 一 丈 之 杖 ， 渐 令 却 行 ， 以 者 还 望 坑 中 十 
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图 3-3-11 计 知 广 狭 


量 之 ， 与 望 填 中 数 等 者 ， 即 街 。 

如 图 3-3-12， 设 坑 深 AB，BC 为 坑 中 1 E 

丈 之 杖 。 用 另 一 长 杖 著 C 处 ,在 A 处 作 4 

记号 。 然 后 取 一 丈 长 的 杖 DE， 使 之 目 A 

问 后 垂直 地 向 后 退 ， 退 到 使 AE 二 AC 为 

止 , 则 AD=AB， 量 出 AD 的 长 度 , 便 “ 

知道 坑 深 。 图 3-3-12 杖 望 壤 深 
这 两 个 问题 都 是 通过 图 形变 换 ， 将 可 望 而 不 可 即 的 图 

形 化 成 可 以 量 得 的 图 形 。 前 者 实际 上 是 以 中 表 为 对 称 轴 的 

对 称 变 换 ; 后 者 是 色 股 形 ADE 与 ADE 全 等 。 这 类 题目 都 

是 现存 传统 数学 著作 中 所 未 见 到 过 的 类 型 ， 可 谓 独 树 一 幅 。 


第 四 节 ” 开 方术 、 方 程 术 的 改进 、 
不 定 问题 与 数列 


刘 徽 《 九 音 算 术 注 》 给 开 方术 以 几何 解释 ， 在 “ 开 方 
不 尽 ” 时 创造 了 继续 开 方 “ 求 其 微 数 ” 的 重要 方法 ， 还 创 
告 了 解 方程 的 互 乘 相 消 法 和 方程 新 术 。《 孙 子 算 经 》 等 对 开 
方术 和 方程 术 也 有 不 同 程度 的 改进 。《 和 孙子 算 经 》 的 “ 物 不 
知 数 ” 问 与 《 张 丘 建 算 经 》 的 “ 百 鸡 问题 ”都 是 世界 数学 
中 上 著名 的 不 定 问题 。 
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一 ， 开 方术 的 几何 解释 、 改 进 和 刘 微 的 “ 求 徽 数 ， 


(一 ) 刘 徽 关于 开 方 术 的 几何 解释 


1. 开 方 术 的 几何 解释 

《 九 章 算 术 》 的 开平 方术 是 
面积 问题 的 逆 运 算 ， 刘 徽 因 此 
提出 开平 方 是 “ 求 方 守之 一 
面 >， 即 求 面 积 为 已 知 的 正方 形 
的 边 长 ， 如 图 3-4-1。 那 么 ， 若 
面积 是 百 位 数 ， 边 长 就 是 十 位 
数 ; 若 面积 是 万 位 数 ， 边 长 就 TS 
是 百 位 数 。 议 所 得 即 根 的 第 一 OR 
位 得 数 就 是 正方 形 黄 甲 的 边 长 ;， 《 九 章 算术 》 得 出 法 之 后 ， 
以 法 除 实 ， 刘 徽 则 改 成 将 边 长 自 乘 ， 以 减 实 ， 就 是 从 原 正 
方形 中 除去 黄 甲 的 面积 。《 九 章 算术 》 将 法 加 倍 ， 作 为 定 
法 ， 刘 徽 认 为 是 预先 张 开 两 块 朱 寡 已 经 确定 的 长 ， 以 准备 
求 第 二 位 得 数 ， 即 朱 寡 的 宽 ， 所 以 称 为 定 法 。 朱 寡 位 于 黄 
甲 的 相 邻 的 两 侧 。 折 法 就 是 通过 将 定 法 退位 使 其 缩小 。 确 
定 第 二 位 得 数 ， 就 是 朱军 的 宽 ， 也 是 小 正方 形 黄 乙 的 边 长 。 
从 原 正 方形 中 再 除去 两 朱 符 和 黄 乙 的 面积 。 如 此 继续 下 去 。 

同样 ， 刘 徽 对 开 立 方术 也 给 出 了 几何 解释 。 
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2. 刘 徽 关于 二 次 开 方 式 的 造林 

《 九 章 算术 》 色 股 章 “ 虽 方 出 南北 们 ” 问 给 出 二 次 方程 
(2-5-1) 。 刘 微 用 两 种 方法 推导 之 。 其 第 一 种 方法 是: 

此 以 折 而 西行 为 股 ， 自 木 至 邑 南 一 十 四 步 为 义 ， 以 出 
北 门 二 十 步 为 义 率 ， 北 门 至 西 隅 为 股 率 ， 半 广 数 。 故 以 出 
北 门 乘 折 西 行 股 ， 以 股 率 乘 勾 之 窒 。 然 此 办 居 半 以 西 ， 故 
又 们 之 ， 合 东 ， 尽 之 也 。 

此 基于 率 的 理论 。 如 第 55 页 图 2-4-1， 勾 股 形 ABC 一 勾 股 
形 FBD, 因 此 BD : FD = BC :AC, 而 FD 二 37x,BC 一 k 十 


z 十 4, 故 k: 二 x 一 (十 工 十 : m ， 于 是 便 得 到 (2-4-1) 式 。 


第 二 种 方法 是 使 用 出 入 相 补 原理 进行 证 明 : 

此 术 之 输 ， 东 西 如 邑 方 ， 南 北 自 木 尽 邑 南 十 四 步 。 之 
寒 各 南 、 北 步 为 广 ， 虽 方 为 衰 ， 故 连 两 广 为 从 法 ， 并 以 为 
隅 外 之 磊 也 。 
如 图 3-4-2， 刘 微 考虑 目 木 如 
至 邑 南 C 为 长 , 吧 方 FG 为 宽 
的 长 方形 KMLH , 其 面积 为 
Zz 十 (十 Dx。 它 是 长 方形 
BCLH 的 面积 的 2 倍 。 而 由 于 
勾 股 形 ABC 与 ABI 相等 ， 
AFY, 与 AFJ 相等 ,FBH 与 图 3-4-2 双方 出 南北 门 术 
FBD 相等 ,因此 长 方形 DCLF 与 FJIH 面积 相等 , 故 长 方形 
BCLH 与 DJIB 面积 相等 。 后 者 的 面积 为 km， 从 而 得 出 了 
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上 述 二 次 方程 。 

同时 ， 我 们 看 到 ， 在 建立 开 带 从 平方 式 的 过 程 中 ， 实 
际 上 用 到 了 如 积 相 消 ， 是 为 后 来 宋 元 时 期 如 积 相 消 并 进而 
成 为 天 元 术 思 想 的 先河 。 


(二 ) 开 方 术 的 改进 


1. 刘 微 对 开 方 术 的 改进 

刘 徽 对 《 九 章 算术 》 的 开 方 法 做 了 许多 改进 。 首 先 ， 
刘 徽 将 《 九 章 算术 》 的 以 法 (或 定 法 ) 除 实 ， 在 开平 方 时 改 
进 为 以 开 方 得 数 的 平方 aa: 或 2 a 十 ce: 减 实 ， 在 开 立 方 时 改 
进 为 以 开 方 得 数 的 立方 as' 或 3a1?az 十 3a1a2’ 十 az’ 减 实 。 

其 次 ， 刘 征 改 变 了 《 九 章 算术 》 求 出 第 一 位 得 数 后 撤 
去 依 算 而 在 继续 开 方 时 复 置 借 算 ， 并 在 开 立 方 时 将 中 行 置 
于 个 位 复 “ 步 之 ”以 求 减 根 方程 的 做 法 ， 而 是 先 保 留 由 借 
算 变 成 的 法 及 中 行 、 下 行 的 位 置 ， 对 之 做 相应 的 运算 后 使 
之 一 退 、 二 退 、 三 退 以 求 减 根 方 程 。 这 样 ， 使 整个 开 方 程 
序 连贯 下 来 ， 而 不 中 断 ， 因 而 程序 性 更 为 强烈 ， 后 来 的 开 
方法 均 遵 从 这 种 方式 。 

第 三 ， 刘 徽 根 据 法 〈 或 定 法 )、 中 行 、 下 行 在 几何 解释 
中 的 形状 和 位 置 ， 将 其 分 别称 之 为 方法 、 廉 法 、 隅 法 。 

刘 微 对 《 九 章 算术 》 开 方法 的 改进 影响 极 大 ， 都 被 后 
来 的 开 方 法 继承 了 下 来 。 

2. 一 行 的 求 根 公 式 

在 《大 衍 历 》 中 ， 一行 给 出 了 已 知 五 星 行 度 反 求 其 


122 


相当 于 何 日 的 计算 法 。 设 五 星 为 均 变 速 运动 ， 第 一 日 行 

度数 a, 每 日 行 度 公差 4, 日 数 z, 一 行 用 等 差 级 数 求 五 星 行 

ro 
2 


度 y:y 王 [La 十 ]| 文 去。 大 已 知 五 星 行 度 y ， 一 行 用 


-| /(22 二 9): | 
并 一 了 ei 了 


求 日 数 =。 而 此 式 正 是 方程 辽 十 经 于 dz = 绊 的 正 根 。 显 
然 ， 它 符合 一 元 二 次 方程 x 十 pz 十 gq = 二 o 的 求 正 根 的 公式 
+ 一 也 (一 十 Vr 一 49)。 其 来 源 尚 不 清楚 。 


(三 ) 刘 微 “ 求 微 数 ” 
在 刘 徽 之 前 ， 当 开 方 不 尽 时 人 们 或 用 a 


a 十 全 二 表 示 平方 根 的 近似 值 ， 用 a 十 公关- 或 a 十 A 


表示 开 立 方 根 的 近似 值 。 刘 徽 认 为 它们 都 是 “不 可 用 ”的 ， 
从 而 创造 了 继续 开 方 ,，“ 求 其 微 数 ” 的 方法 。 他 说 : 
不 以 面 命 之， 加 是 法 如 前 ， 求 其 微 数 。 微 数 无 名 者 以 
为 分 子 ， 其 一 退 以 十 为 母 ， 其 再 退 以 百 为 母 。 退 之 弥 下 ， 
其 分 弥 细 ， 则 朱 医 虽 有 上 所 弃 之 数 ， 不 足 言 之 也 。 
所 谓 求 微 数 ， 就 是 以 十 进 分 数 通 近 无 理 根 ， 与 我 们 今天 计 
算 无 理 根 的 十 进 分 数 的 近似 值 的 方法 完全 一 致 。 求 微 数 的 
思想 无 疑 是 刘 徽 的 无 穷 小 分 割 和 极限 思想 的 反映 ， 并 且 ， 
从 理论 上 说 ， 这 个 近似 值 要 多 么 精确 就 多 么 精确 。 但 是 ， 
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刘 微 明确 地 说 : “ 虽 有 所 弃 之 数 ， 不 足 言 之 也 。” 可 见 ， 它 
是 近似 计算 ， 而 不 是 一 个 极限 过 程 。 


刘 徽 在 割 圆 术 求 圆周 率 x 二 -他 的 程序 中 ， 要 8 次 用 到 
求 微 数 。 比 如 ， 其 “ 制 六 解 以 为 十 二 角 术 ”需要 计算 
V75 可 : ， 便 “下 至 秒 、 忽 。 又 一 退 法 ， 求 其 微 数 。 微 数 无 
名 知 以 为 分 子 ， 以 十 为 分 母 ， 约 作 五 分 忽 之 二 。 故 得 股 八 十 
六 分 六 厘 二 秒 五 忽 五 分 忽 之 二 ”。 这 就 是 = VE 二 到 == 
/75 二 一 8 寸 6 分 6 厘 2 秒 5 二 忽 。 在 求 圆周 率 时 ， 刘 徽 都 
需要 精确 到 “ 寸 ” 之 下 五 六 位 有 效 数字 。 倘 无 求 微 数 的 方 
法 ， 刘 征 即 使 创造 了 求 圆 周 率 近似 值 的 科学 理论 也 无 法 付 
诸 实施 , 祖冲之 更 不 可 能 取得 8 位 有 效 数字 的 旷世 成 就 。 刘 
徽 的 割 圆 术 奠定 了 中 国 的 圆周 率 计算 在 世界 上 领先 千 余年 
的 理论 基础 ;而 刘 徽 的 求 微 数 ， 则 奠定 了 其 计算 方法 基础 。 


二 方程 术 的 进展 


(一 ) 刘 微 的 方程 理论 

1. 方程 术 的 理论 基础 

刘 微 在 “方程 ”的 定义 中 “ 令 每 行为 率 ”， 就 是 将 每 行 
看 成 一 个 整体 ， 每 行 中 的 诸 未 知 数 的 系数 与 常数 项 都 有 确 
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定 的 顺序 ， 就 是 说 具有 方向 性 。 因 而 “ 令 每 行为 率 ” 与 现 
今 线 性 方程 组 理论 中 的 行 向 量 概念 有 某 种 类 似 之 处 。 在 方 
程 的 运算 中 ， 都 是 将 一 行 看 成 一 个 整体 加 减 。 

为 了 说 明 两 行 相 减 不 影响 方程 的 解 ， 刘 微 提 出 了 一 条 
重要 的 原理 : 

举 率 以 相 减 ， 不 害 余数 之 课 也 。 
就 是 说 ， 对 方程 进行 整 行 之 间 的 加 减 变 换 ， 不 改变 方程 的 
解 。 这 是 直 除 法 的 理论 基础 ， 刘 徽 把 它 当 做 无 需 证 明 的 芷 
理 使 用 。 

2. 同行 首 ， 齐 请 下 

刘 征 把 方程 的 每 行 看 成 率 ， 因 而 可 以 对 整 行 施行 “ 乘 
以 散 之 ， 约 以 聚 之 ”， 而 在 诸 行 之 间 施 行 “ 齐 同 以 通 之 ， 
从 而 说 明了 常数 〈 包 括 负数 ) 与 整 行 的 乘除 运算 ， 以 及 网 
行 之 间 加 减 运算 的 根据 。 他 说 : “ 先 令 右 行 上 禾 乘 中 行 ， 为 
齐 同 之 意 。 为 齐 同 者 ， 谓 中 行 直 减 右 行 也 。” 这 里 的 齐 
是 使 一 行 中 其 他 各 未 知 数 系数 及 常数 项 与 该 行 欲 消去 的 未 
知 数 的 系数 相 齐 ， 而 “ 同 ” 是 通过 反复 直 减 的 运算 使 该 行 
欲 消去 的 未 知 数 的 系数 与 减 去 的 那 行 相应 未 知 数 的 系数 的 
总 和 相同 。 后 来 李 淳 风 等 在 《 张 丘 建 算 经 注释 》 中 用 “ 同 
齐 者 ， 同 行 首 ， 齐 诸 下 ”概括 之 。 


(二 ) 互 乘 相 消 法 


刘 微 在 《 九 章 算术 》 方 程 章 牛 羊 直 金 问 注 中 创造 了 互 
乘 相 消解 方程 的 方法 ， 与 现今 方法 一 致 。 其 齐 同 之 义 比 直 
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除法 也 更 加 显然 。 此 问 是 : 
今 有 和 牛 五 、 羊 二 ， 直 金 十 两 ; 牛 二 、 羊 五 ， 直 金 八 两 。 
间 : 牛 、 年 各 直 金 几何 ? 
设 牛 数 为 z-， 什 数 为 y， 根 据 题 意 所 列 出 的 方程 是 : 
5zr 十 2y 一 10 

《 九 章 算术 》 用 方程 术 求 解 。 刘 徽 则 说 : “ 假 令 为 同 齐 ， 头 
位 为 牛 ， 当 相 乘 。 右 行 定 : 更 置 牛 十 ， 羊 四 ， 直 金 二 十 两 ; 
左 行 牛 十 ， 半 二 十 五 ， 直 金 四 十 两 。 牛 数 等 同 ,， 金 多 二 十 
两 者 ， 羊 差 二 十 一 使 之 然 也 。 以 少 行 减 多 行 ， 则 和 牛 数 尽 ， 
惟 半 与 直 金 之 数 见 ， 可 得 而 知 也 。” 这 是 用 右 行 牛 的 系数 5 
乘 左 行 ， 又 用 左 行 牛 的 系数 2 乘 右 行 ， 得 

10z 十 4y 一 20 

ed 


以 少 行 减 多 行 ， 得 21y = 20, 于 是 y== 务 。 这 就 是 互 乘 相 消 
法 。 刘 微 接着 说 : “以 小 推 大 ， 虽 四 、 五 行 不 异 也 。” 就 是 
说 这 是 一 种 普遍 方法 。 可 是 ， 刘 微 的 先进 方法 长 期 得 不 到 
人 们 的 重视 。 直 到 近 800 年 后 北宋 的 页 宪 才 重 新 使 用 互 乘 相 
消 法 ， 与 直 除法 并 用 。 

刘 徽 在 方程 章 麻 麦 问 注 中 还 利用 率 的 理论 与 齐 同 原理 
创造 了 方程 新 术 。 
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二 ”不定 问题 


(一 ) 五 家 共 井 


《 九 章 算 术 》 方 程 章 五 家 共 井 问 是 ， 

今 有 五 家 共 井 ， 甲 二 绠 不 足 ， 如 乙 一 绥 ;， 乙 三 组 不 足 ， 
以 丙 一 绠 ; 丙 四 绠 不 足 ， 以 丁 一 绠 ; 丁 五 绠 不 足 ， 以 戊 一 
和 用; 皮 六 组 不足 ， 以 甲 一 组 。 如 各 得 所 不 足 一 组 ， 肖 还 ， 
问 : 井深 、 绠 长 各 几何 ? 

这 里 有 六 个 未 知 数 ， 却 只 有 五 个 方程 。 列 出 方程 为 . 


OG 0 Q. 0 0 0 | 
UYU031 0 0 0 | 0 
如 对 和 主 六 让 元 得 0 0 721 0 0 
0 1100 0 721 有 0 0 
S10 四 wal bb 0 0 O 
上 上 上- /6 129 148 191 265 


《 刀 章 算术 》 遂 以 721，265，191，148，129，76 作为 解 . 
刘 微 认为 这 是 不 妥当 的 。 他 说 ; 

此 率 初 如 方程 为 之 ， 名 各 一 还 井 。 其 后 ， 法 得 七 百 二 
二 一， 实 七 十 六 ， 是 为 七 百 二 十 一 绠 而 七 十 六 逮 井 ， 并 用 


Let 


还 之 数 以 法 除 实 者 ， 而 皮 一 缓 逮 井 之 数 定 ， 逮 七 百 二 十 一 
之 名作 并 mw 业 信 七 站 二 和 一 为 井深 七 十 帮 为 找 齐 之 六 
举 率 以 言 之 。 

刘 微 认为, 《 九 章 算 术 》 实 际 上 只 是 给 出 了 各 家 绠 长 及 井深 
的 率 关 系 : 甲 : 乙 : 丙 : 丁 :成 :井深 =265 : 191 : 148 : 
129 : 76 : 721。 只 要 井深 等 于 7212z， 令 2 一 1，2，3，…， 
部 会 得 出 各 家 符合 问题 的 正 整 数 解 ，《 九 章 算 术 》 以 其 最 小 
的 一 组 正 整 数 解 作 为 定 解 。 因 此 ， 刘 徽 已 经 认识 到 五 家 共 

井 问 是 不 定 方程 组 。 这 是 中 国 数学 史上 首次 明确 指出 不 定 
问题 。 


(二 ) 物 不 知 数 问题 


中 国民 间 自 古 流传 着 “秦王 暗 点 兵 ”” “韩信 点 兵 ”、 
“所 合 算 ”、“ 隔 墙 算 ”、 “前 管 术 ”等 数字 游戏 ， 实 际 上 都 是 
同 余 方 程 组 问题 。 它 导 源 于 《孙子 算 经 》 卷 下 “ 物 不 知 数 ” 
问 。 此 问 是 : 

宁 有 物 和 不 知 其 数 。 三 、 三 玫 之 ， 剩 二 4 五 、 五 数 之 ， 
剩 三 ; 七 、 七 数 之 ， 剩 二 。 间 : 物 几 何 ? 

洲 目 :“ 三 。 三 数 福 ， 镁 二 ”， 置 一 百 四 十 “五 、 五 数 


过 三 "和 三 “而 所 也 儿 8 玫 二 ， 重 三 十 。 才 
立夫 汉 再 三 让 三 以 三 下 一 个 总 立 ，， 即 得 凡生 v 三 娄 


之 剩 一 ， 则 置 七 十 ; 五 、 五 数 之 剩 一 ， 则 置 二 十 一 ; 七 
七 数 之 剩 一 ， 则 置 十 五 。 一 百 六 以 上 ， 以 一 百 五 减 之 ， 
即 得 
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这 实际 上 是 现代 数论 中 的 一 次 同 余 方 程 组 问题 。 同 余 是 数 
论 中 的 一 个 重要 概念 ， 给 定 一 个 正 整 数 mm。 如 果 有 二 整数 
a, b, 使 a 一 b 被 m 整除 ， 就 称 a, 5 对 模 m 同 余 ， 记 作 a 寺 
bp (modm)。“ 物 不 知 数 ” 问 就 是 求 满足 一 次 同 余 方 程 组 

N 寺 2(mod3) 寺 3(mod5) 寺 2(mod7) 
的 最 小 正 整 数 N。 术 文 给 出 

N= 二 140 十 63 十 30 一 210 二 23。 

显然 ， 其 中 140 二 70X2，63 二 21X3，30 二 15X2。 其 中 2， 
3，2, 六 次 是 三 、 三 数 之 ， 五 。 五 数 之 ， 七、 七 数 之 的 杀 
数 ， 而 70 二 2X5X7 夺 1(mod3)，21 二 1X3X7 志 1(mod5)， 
15 二 1X3X5 二 1 (mod7)。 这 正 是 术 文 后 半 段 所 表示 的 内 
窑 。 可 见 ，《 和 孙子 算 经 》 的 作者 已 经 掌握 了 高 斯 (Gauss， 
1777 一 1855)〉 定理 。 其 中 乘 以 5X7 的 2， 乘 以 3X7 的 1， 乘 
以 3X5 的 1 后 来 被 秦 九 韶 称 为 乘 率 ， 它 们 是 怎么 得 出 来 的 ， 
《孙子 算 经 》 没 有 说 。 

“ 物 不 知 数 ” 问 是 世界 上 数学 著作 中 第 一 个 同 余 方程 组 
问题 。 前 面 提 到 的 秦王 、 韩 信 、 鬼 谷子 等 都 是 战国 乘 汉 人 
物 ， 此 时 是 否 有 同 余 方程 组 解法 ， 不 得 而 知 。 但 是 ， 汉 表 
《三 统 历 》 计 算 上 元 积 年 要 用 到 同 余 方程 组 解法 ， 却 是 学 林 
界 公 认 的 事实 。 

来 华 传 教士 伟 烈 亚 力 〈1815 一 1887) 1852 年 将 “ 物 个 
知 数 ” 题 介绍 到 西方 ， 被 称 为 “中 国 剩 余 定理 ， 它 看 起 来 
是 对 中 国 古 代数 学 的 推崇 ， 其 实质 是 贬低 。 它 源 于 西方 学 
术 界 在 20 世纪 初期 之 前 对 中 国 传统 数学 的 了 解 其 少 ， 以 为 
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中 国 古 代数 学 无 足 道 者 。 因 此 ， 当 他 们 知道 中 国 古 代 有 某 
项 可 以 称道 的 成 就 时 ， 便 冠 以 “中 国 ” 的 名 称 。 


(三 ) 百 鸡 术 


《 张 丘 建 算 经 》 卷 下 最 后 一 问 提出 百 鸡 问 是 ， 

分 有 鸡 翁 一 直 钱 五 ， 鸡 母 一 直 钱 三 ， 鸡 锥 三 直 钱 一 ， 
几 百 钱 买 鸡 百 只 。 间 : 鸡 伟 、 母 、 雏 各 几何 ? 

术 日 : 鸡 兮 每 增 四 ， 鸡 母 每 减 七 ， 鸡 锥 每 痊 三 ， 
即 得 。 
《 张 丘 建 算 经 》 给 出 了 (4,，18, 78)，(8, 11, 81),，(12, 
4，84) 三 组 解 作为 鸡 人 钙 、 母 、 锥 数 ， 是 其 全 部 正 整 数 解 
如 何 得 出 这 三 组 解 ， 由 于 术 文 太 简 括 ， 历 来 看 法 不 一 ， 

白 鸡 术 在 中 国 历史 上 影响 深远 。 自 北周 直到 19 世纪 中 
叶 ， 都 有 人 研究 。 印 度 的 摩 启 毗 罗 〈 约 850)， 意 大 利 的 斐 
汶 那 契 (1170? 一 1250)， 中 亚 的 阿尔 。 卡 西 〈? ~1429) 
的 著作 都 有 百 鸡 问题 。 


等 差 数 列 


刘 徽 的 《 九 章 算术 注 》 与 《孙子 算 经 》、《 张 丘 建 算 经 》 
的 许多 内 容 涉及 等 差 数列 与 等 比 数列 ， 尤 其 是 《 张 丘 建 算 
经 》 对 等 差 数 列 的 研究 比 《 九 章 算术 》 进 了 一 大 步 。 
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(一 ) 求 公 差 


《 九 章 算术 》 的 金笔 问 是 由 数列 的 首 项 、 末 项 和 项 数 ， 
求 出 列 训 ， 用 训 分 术 解 决 。 刘 徽 则 先 求 出 公差 ， 他 襄 : 
“ 按 ， 此 术 五 尺 有 四 间 者 ， 有 四 差 也 。 今 本 末 相 减 ， 余 即 四 
差 之 凡 数 也 。 以 四 约 之 ， 即 得 每 尺 之 差 。 以 差 数 减 本 曹 ， 
余 即 次 尺 之 重 也 。 为 术 所 置 ， 如 是 而 已 。” 设 首 项 wa， 未 项 


4， 刘 徽 求 出 公差 d 一 你 一。 


《 张 丘 建 算 经 》 卷 上 女子 善 织 问 也 是 求 公差 的 问题 。 


(二 ) 求 各 项 和 


《 张 丘 建 算 经 》 卷 上 女子 不 善 织 、 卷 下 城 周 安 鹿角 、 举 
取 他 绢 等 问 都 是 求 等 差 数 列 各 项 之 和 。 女子 不 善 织 问 是 : 

仿 有 女子 不 善 织 , 日 减 功 送 。 初 日 织 五 尺 末日 织 
-一 尺 。 八 三 十 日 织 施 ， 间 。 织 几何 ? 

术 日 ， 并 初 、 未 日 织 尺 数 ， 并 之 ， 余 ， 以 乘 织 旋 日 数 ， 
即 得 。 
设 初 未 日 织 数 即 首 项 、 末 项 分 别 为 a1，as， 织 话 日 数 即 项 数 
为 n， 则 所 织 总 数 即 S; 为 


S, 一 2 ao 。 


《 张 丘 建 算 经 》 卷 上 与 人 钱 问 、 卷 中 请 户 出 银 问 都 是 求 
等 差 数 列 的 项 数 的 问题 。 
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五 一 次 内 插 法 


(一 ) 刘 煌 的 等 间距 二 次 内 插 法 


刘 烦 关于 二 次 内 播 算法 的 创建 与 使 用 ， 见 于 《和 皇 极 历 》 
推 每 日 迟 速 数 术 ”: 设 工 为 该 节气 的 长 度 ， 刘 灯 给 出 了 出 
东 气 迟 速 数 jzL)、 陆 降 率 人! 和 后 一 气 陆 降 率 A, ， 求 该 气 
中 每 日 迟 速 数 f(nL 十 t) 的 公式 


2 
flnLtD)=fnL) + 人 + tA 一 Aa) 一 二 5(CAi 一 Ao) 


11 一 0U， 1 ，2，。……。 » 11; t 上 一 1，2，……- WS 这 就 是 著名 
的 刘 烘 的 等 间距 二 次 内 插 公 式 。 


(二 ) 一 行 的 不 等 间距 二 次 内 插 法 


一 行 制定 《大 衡 历 》， 在 “ 步 日 踢 术 ”中 把 刘 灶 的 等 间 
中 二 次 内 插 方 法 发 展 到 不 等 间距 ， 被 誉 为 是 “中 国 历法 科 
学 的 一 大 进步 ”。 实 际 上 ， 一行 “不 等 间距 ”二 次 内 插 法 万 
征 刘 烦 算 法 的 自然 拓展 。 一 行 求 “分 后 ” “其 日 定数 ”的 
步 日 距 术 ”以 现代 符号 表示 就 是 : 
Es I in i 
这 一 公式 与 现今 不 等 间距 二 次 内 插 公 式 完 全 相合 ， 


f(UT2))= Ut 
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第 五 节 无 穷 小 分 割 和 极限 思想 


刘 徽 在 数学 上 最 伟大 的 贡献 ， 是 在 世界 数学 史上 首次 
将 无 穷 小 分 割 和 极限 思想 引入 数学 证 明 。 我 们 从 割 圆 本、 
刘 徽 原理 与 多 面体 体积 理论 、 截 面积 原理 、 极 限 思想 在 近 
似 计算 中 的 应 用 ， 以 及 与 古 希 腊 同 类 思想 的 比较 等 几 个 方 
面 来 阐述 刘 微 这 方面 的 贡献 。 


一 ， 割 圆 术 


刘 徽 之 前 人 们 以 圆 内 接 正六 边 形 的 周 长 作 为 圆周 长 ， 
以 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 作为 圆 面 积 ， 利用 出 入 相 补 原 
理 ， 将 圆 内 接 正 十 二 边 形 拼 补 成 一 个 以 正六 边 形 周 长 的 一 
半 作 为 长 ， 以 圆 半径 作为 宽 的 长 方形 ， 来 推 证 圆 面积 公式 
(2-3-4)。 刘 徽 说 此 “ 合 径 率 一 而 外 周 率 三 也 ， 当然 极 不 严 
格 。 为 了 真正 证 明 (2-3-4) 式 ， 刘 微 创造 了 著名 的 割 圆 术 。 
他 说 : 

为 图 。 以 六 钥 之 一 面 乘 一 弧 半 径 ， 三 之 ， 得 十 三 裔 之 
需 。 若 又 割 之 ， 次 以 十 三 舱 之 一 面 乘 一 孔 之 半径 ， 六 之 ， 
则 得 二 十 四 般 之 宕 。 割 之 弥 细 ， 所 失 弥 少 。 割 之 又 割 ， 以 
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至 十 不 可 制 ， 则 与 圆周 合体 而 无 所 失 疾 ， 角 面 之 外 ， 狂 有 
余 径 。 以 面 乘 余 径 ， 则 惫 出 弧 表 ， 种 夫 钥 之 细 者 ， 与 圆 合 
体 ， 则 表 无 余 径 。 表 无 余 径 ， 则 究 不 外 出 矣 ， 以 一 面 乘 半 
径 ， 舰 而 裁 之 ， 每 轰 自 倍 。 故 以 半 周 乘 半 径 而 为 圆 社 。 此 
多 周 、 径 ， 谓 至 然 之 数 ， 非 周三 径 一 之 率 出 

这 段 文字 包括 三 个 互相 衔接 的 步骤 ， 

下 先 ， 刘 徽 从 圆 内 接 正六 边 形 开始 割 圆 ， 依次 得 到 圆 
鸭 措 下 G8 8X 边 形 。 设 圆 内 接 正 6X 2 边 形 的 
面积 为 S,、 圆 的 面积 为 S， 则 

SS (3-5-1) 

而 随 看 分 割 次 数 越 来 越 多 ，S 一 S, 越 来 越 小 ， 到 不 可 再 制 
时 ,SS; 与 S 重合 ， 亦 即 

1 (3-5-2) 

其 次 ， 圆 内 接 正 6X2” 边 形 的 每 边 和 圆周 之 间 有 一 段 中 8 
离 m， 称 为 余 径 。 将 6X2" 边 形 的 每 边 a, 乘 余 径 > ， 其 总 
和 是 2(S,H 一 S)。 将 它 加 到 S 上 ， 则 有 

ST (3-5-3) 
如 图 3-5-1 (1) 所 示 。 然 而 当 nn 无 限 大 ，6 X27 边 形 与 圆周 
合体 时 ， 则 limx, 二 0， 因 此 
bal SBS (3-5-4) 
这 束 证 明了 圆 的 上 界 序列 与 下 界 序 列 的 极限 都 是 圆 面积 

最 后 ， 刘 徽 把 与 圆周 合体 的 正 多 边 形 分 割 成 无 穷 多 个 
以 圆心 为 顶点 、 以 每 边 长 为 底 的 小 等 腰 三 角形 ， 如 图 3-5-1 
2)。 以 圆 半径 乘 这 个 多 边 形 的 边 长 是 每 个 小 等 腰 三 角形 面 
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积 的 2 倍 ， 所 谓 “ 角 而 N 


裁 之 ， 每 辑 自 倍 "。 显 人 人 N 
然 ， 所 有 这 些小 等 腰 三 
角形 的 底 边 之 和 就 是 圆 


(1) (2) 
周 长 ， 所 有 这 些小 等 腰 图 3-5-1 刘 微 对 国 面 积 公 式 的 证 明 


三 角形 面积 的 总 和 就 是 圆 的 面积 。 那 么 ， 圆 半径 乘 圆周 长 ， 
就 是 圆 面积 的 2 倍 : pr 一 2S。 反 求 出 S 就 完成 了 对 (2-3-4) 
式 的 证 明 。 

显然 ， 这 个 证 明 含 有 明显 的 极限 过 程 和 无 穷 小 分 割 伟 
想 ， 并 和 且 求 无 穷 小 分 割 所 得 的 元 素 的 总 和 的 思想 ， 与 欧洲 
前 微 积分 时 期 的 面积 元 素 法 十 分 接近 。 


二 ” 刘 微 原理 


刘 微 在 记述 了 用 某 验 法 对 长 、 宽 、 高 相等 的 阳 马 、 交 
上 须 的 体积 公式 进行 推导 之 后 指出 : 在 a 取 b 了 4 的 情 帝 下 ,一 
个 长 方 体 分 割 出 的 3 个 阳 马 不 全 等 ， 所 分 割 出 的 6 个 阁 膛 的 
形状 也 不 同 ， 因 此 用 其 验 法 是 难以 证 明 (2-3-13)、(2-3-14) 
两 式 的 。 刘 微 必须 另辟蹊径 。 为 此 ， 刘 徽 首 先 提出 了 一 个 
重要 原理 : 

于 解 暂 堵 ,其 一 为 阳 功 ， 一 为 鳖 采 。 阳 马 居 二 ， 鉴 胖 
居 一 ， 不 易 之 率 也 。 
记 阳 马 体 积 为 Vaa ， 警 须 体 积 为 V 监 项， 刘 征 认为 ， 在 一 个 
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第 堵 中 ， 恒 有 
VB 马 “V 鉴 须 一 2 : 1。 (3-5-5) 

去 文俊 把 它 称 为 刘 微 原理。 显然 ， 只 要 证 明了 刘 征 原理 ， 
由 于 秘 堵 的 体积 公式 (2-3-12)， 则 (2-3-13)、 (2-3-14) 两 
式 是 不 言 而 喻 的 。 

刘 徽 用 无 穷 小 分 割 方法 和 极限 思想 证 明了 刘 徽 原理 
(3-5-5) 是 正确 的 。 他 说 : 

设 为 阳 马 为 分 内 ， 鉴 膜 为 分 外 。 基 虽 或 随 修 短 广 狭 ， 
犹 有 此 分 第 率 知 ， 殊 形 异 体 ， 亦 同 也 者 ， 以 此 而 已 。 其 使 
疝 采 厂 、 衰 、 高 各 二 尺 ， 用 暂 墙 、 警 腰 之 茶 各 二 ， 当 用 赤 
莱 。 又 使 阳 蕊 之 )、 训 、 高 各 二 尺 用 立方 之 羔 一 ， 芹 上 堵 、 
阳 蕊 之 茶 各 二 ， 几 用 黑 茶 。 茶 之 赤 、 黑 接 为 暂 堵 ， 广 、 壮 、 
高 各 二 尺 。 于 是 中 黎 其 广 、 变 ,又 中 分 其 高 。 令 赤 、 黑 芹 
堵 各 上 自 适 当 一 方 ， 高 一 尺 ， 方 一 尺 ， 每 二 分 五 膜 ， 则 一 阳 
马 也 。 其 余 两 端 各 积 本 体 ， 合 成 一 方 短 。 是 为 别 种 而 方 者 
率 居 三 ， 通 其 体 而 方 者 率 居 一 。 虽 方 随 茶 改 ,， 而 固有 常 然 
之 势 也 。 按 : 余数 其 而 可 知 者 有 一 、 二 分 之 别 ， 即 一 、 二 
之 为 率 定 话 。 其 于 理 也 岂 虚 矣 。 若 为 数 而 穷 之 ， 置 余 广 、 
变 、 高 之 数 各 半 之 ， 则 四 分 之 三 又 可 知 也 。 半 之 称 少 ， 其 
余 弥 细 ， 至 细 日 微 ， 微 则 无 形 ， 由 是 言 之 ， 安 取 余 哉 ? 
刘 微 在 这 里 仍然 使 用 了 a= 二 6 二 = 二 1 尺 的 某 。 可 是 刘 徽 指出 ， 
这 些 论述 完全 适用 于 a 关 b 关 bh 的 情形 。 刘 徽 将 由 两 个 小 族 堵 
[ 、 焉 ， 两 个 小 效 腊 入 、V 合成 的 浆 腓 [图 3-5-2 (1)] 
与 由 一 个 小 长 方 体 工 ， 两 个 小 累 墙 下 、 亚 ， 两 个 小 阳 马 玉 、 
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(4) (5) (6) (7) 

图 3-5-2 刘 徽 原理 之 证 明 
V 会 成 的 阳 马 [图 3-5-2 (2)] 拼合 成 一 个 秘 消 ， 如 图 3-5-2 
c3) ， 则 相当 于 玛 堵 被 三 个 互相 垂直 的 平面 平分 。 显 然 ， 小 
策 增 于 与 开 '、 焉 与 亚 ' 可 以 分 别 拼合 成 污 I 全 等 的 小 长 方 
体 ， 如 图 3-5-2 (5)、(6) 所 示 。 小 阳 马 区 与 小 鳌 膝 W ， 小 
虽 马 V 与 小 整 腓 V ' 可 以 分 别 拼合 成 两 个 与 小 伺 墙 、 Ta 
['、 亚 ' 全 等 的 小 艇 堵 ， 它 们 又 可 以 拼合 成 与 I 全 等 的 第 4 
个 小 长 方 体 ， 如 图 3-5-2 〈7) 所 示 。 显 然 ， 在 前 三 个 小 长 方 
体 [、I-I'、 亚 -下 中 ， 属于 阳 马 的 和 属于 浆 号 的 体积 的 


比 是 2 : 1， 即 在 原 租 堵 的 立 中 〈3-5-3) 式 成 立 ， 所 谓 “ 别 
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种 而 方 者 率 居 三 ”。 刘 徽 认 为 ， 如 果 能 证 明 〈3-5-3) 式 在 第 
4 个 小 长 方 体 中 成 立 ， 则 〈3-5-3) 式 便 在 整个 租 堵 中 成 立 。 
而 第 4 个 小 长 方 体 中 的 两 个 小 乞 堵 与 原 玛 堵 完 全 相似 ， 所 谓 
“ 通 其 体 而 方 者 率 居 一 >。 因此， 上述 分 割 过 程 完 全 可 以 继 


续 在 剩余 的 两 个 小 拍 堵 中 施行 ， 那 么 又 可 以 证 明 在 其 中 的 忆 
中 《3-5-3) 式 成 立 ， 在 其 中 的 二 中 尚未 知 。 换 言 之 ， 已 经 证 


明了 原 租 堵 中 的 站 十 于 X 半 中 〈3-5-3) 式 成 立 ， 而 在 工 义 工 
中 尚未 知 。 这 个 过 程 可 以 无 限 继 续 下 去 ， 第 ”次 分 割 后 只 番 
原 年 堵 的 瑟 中 《3-5-3) 式 是 否 成 立 尚 未 知 。 显 然 ，lim 十 一 0。 


这 就 在 整个 筹 堵 中 证 明了 (〈3-5-5) 式 ， 即 刘 徽 原理 成 立 。 

刘 徽 原理 是 刘 徽 多 面体 体积 理论 的 基础 。 在 完成 刘 徽 
原理 的 证 明之 后 ， 刘 徽 说 : 

不 有 警 膜 ， 无 以 审 阳 马 之 数 ， 不 有 阳 马 ， 无 以 知 锥 亭 
之 类 ， 功 实 之 主 也 。 
换言之 ， 遇 膜 是 刘 微 解决 多 面体 体积 问题 的 关键 。 

刘 徽 将 多 面体 体积 问题 的 解决 最 后 归结 为 效 腓 即 四 面体 
体积 ， 而 警 采 体积 的 解决 必须 借助 于 无 穷 小 分 制 ， 就 是 说 ， 
刘 徽 把 多 面体 体积 理论 建立 在 无 穷 小 分 割 基础 上 。 这 种 思想 
符合 现代 的 体积 理论 。 高 斯 提出 了 多 面体 体积 的 解决 不 借助 
于 无 穷 小 分 割 是 不 可 能 的 猜想 。 希 尔 伯 特 〈Hilbert，1862 一 
1943) 以 这 个 猜想 为 基础 在 1900 年 提出 了 《数学 问题 》 的 第 
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三 问题 。 不 久 ， 他 的 学 生 德 恩 (Dehn，1878 一 1952) 给 了 肯 
定 的 答复 。 


三 ” 圆 体 体积 与 祖 卫 之 原理 


中 国 古 代 处 理 圆 柱 、 圆 锥 、 圆 亭 以 及 球 等 圆 体 体 积 ， 主 要 
借助 于 截面 积 原理 ， 亦 即 祖 蜡 之 原理 。 这 是 另 一 种 形式 的 无 穷 
小 分 割 ， 西 方 称 作 卡 瓦 列 利 〈Cavalieri，1598 一 1647) 原理 。 


(一 ) 祖 蜡 之 原理 


1. 《 九 章 算术 》 时 代 的 底面 积 原理 

祖 量 之 原理 有 一 个 发 展 过 程 。 实 
际 上 ,，《 数 》、《 算 数 书 》 和 《 九 章 算 
术 》 给 出 了 若干 圆 体 的 体积 公式 ， 除 
了 使 用 周三 径 一 不 精确 和 球体 积 错 讼 
之 外 ， 都 是 正确 的 。 实 际 上 这 些 圆 体 。 图 3-5-3 方 锥 与 圆锥 
体积 公式 是 通过 比较 圆 体 与 相应 的 方 体 的 底面 积 得 到 的 ， 
比如 刘 徽 注 记述 的 从 以 圆锥 底 周 长 为 底 边 长 构造 的 方 锥 推 
导 圆 锥 体积 的 方法 ， 见 图 3-5-3。 这 是 人 们 认识 祖 蜡 之 原理 
的 第 一 个 阶段 。 

2. 刘 徽 的 截面 积 原理 

刘 微 在 求 由 羔 除 分 割 出 来 的 大 遇 膜 的 体积 时 ， 提 出 : 

推 此 上 连 无 成 不 方 ， 故 方 锥 与 阳 马 同 实 。 
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们 的 体积 才 相 等 ， 如 图 3-5-4。 这 是 十 分 明 
确 的 截面 积 原理 ， 并 且 把 立体 看 成 无 数 层 平 
面 一 层 技 登 积 而 成 的 ， 类 似 于 卡 瓦 列 利 的 不 AN 
可 分 量 。 应 该 说 ， 刘 徽 已 经 认识 到 祖 量 之 原 pr 
理 的 实质 。 与 阳 马 同 实 

刘 徽 党 把 立体 体积 称 作 积分 ， 如 “三 方 亭 之 积分 ”等 。 
这 里 的 积分 当然 不 同 于 积分 学 中 的 积分 ,但 其 本 质 是 一 致 
的 。 实 际 上 ， 点 与 线 ， 线 与 面 ， 都 有 类 似 于 平面 与 立体 的 
关系 。 割 圆 术 中 刘 征 实际 上 认为 圆周 是 由 无 数 个 点 积累 而 
成 的 。 所 以 ， 刘 微 也 称 线 为 “积分 ”， 如 委 栗 注 中 说 “ 径 之 
积分 ”。 

3. 人 租 蜡 之 原理 

但 蜡 之 继承 了 刘 徽 关于 截面 积 原 理 的 深刻 认识 ， 以 相 
当 人 简洁 的 文字 概括 了 这 一 原理 : 

夫 营 荣成 立 积 ， 缘 天 势 既 同 ， 则 积 不 容 异 。 
就 是 说 ， 两 立体 ， 寿 它们 任意 等 高 处 的 截面 积 相 等 ， 则 它 
们 的 体积 不 能 不 相等 。 这 就 是 祖 量 之 原理 ， 它 与 卡 瓦 列 利 
原理 是 等 价 的 。 

得 上 蜡 之 在 求 刘 徽 设计 的 牢 合 方 盖 的 体积 时 ， 考 虑 了 两 
组 立体 ， 寿 它们 分 别 在 任意 等 高 处 的 截面 积 之 和 相等 ， 则 
它们 的 体积 相等 。 


成 "， 训 重 ， 层 。 刘 徽 是 说 : 同 底 等 高 的 方 
锥 与 阳 马 没有 一 层 不 是 相等 的 方形 ， 所 以 它 下 


140 


(二 ) 件 合 方 盖 与 球体 积 


1. 刘 徽 设计 的 件 合 方 关 

前 已 指出 ， 刘 徽 为 解决 球体 积 ， 设 计 了 胖 合 方 盖 。 
他 说 : 

取 了 方 芝 大 核 ，- 秆 邻 亦 方 一 二 积 之 为 下方 三 十 。 规 
之 为 圆 困 ， 径 二 寸 ， 高 二 寸 。 又 复 横 因 之 ， 则 其 形 有 似 循 
合 方 盖 矣 。 八 茶 骨 似 阳 蕊 ， 圆 然 也 。 按 : 合 盖 者 ， 方 率 也 ; 
丸 居 其 中 ， 即 圆 率 也 。 推 此 言 之 ， 谓 夫 圆 困 为 方 率 ， 电 不 
闵 哉 ? : 

刘 徽 取 两 个 相等 的 圆柱 体 使 之 正 交 ， 其 
公共 部 分 称 作 件 合 方 盖 ， 如 图 3-5-5。 议 
件 合 方 盖 的 体积 为 V 方 着 ， 刘 徽 指 出 : 

We 
刘 币 认为， 只 要 求 出 件 合 方 盖 的 体积 ， 图 3-5-5 年 合 方 盖 
便 可 求 出 球 的 体积 公式 ， 从 而 指出 了 解决 球体 积 的 正确 途 
径 。 刘 徽 经 过 努力 未 能 求 出 件 合 方 盖 的 体积 ， 二 百年 后 ， 
祖冲之 父子 彻底 解决 了 这 个 问题 。 

2. 祖 虎 之 关于 件 合 方 盖 的 求 积 方法 

祖 旺 之 利用 祖 蜡 之 原理 求 出 了 人 牟 合 方 盖 的 体积 ， 解 决 
了 球体 积 问题 ， 完 成 了 刘 徽 的 遗志 。 李 淳 风 等 注释 引 祖 蜡 
之 开 立 圆 术 说 : 

祖 虑 之 开 立 圆 术 目 ， 以 二 乘积 ， 开 立方 除 之 ， 即 立 贺 
径 。 其 意 何 也 ? 取 立 方 某 一 枚 ， 念 立 枢 于 左 后 之 下 隅 ， 从 
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规 去 其 右上 之 廉 ; 又 合 而 横 规 之 ， 去 其 前 上 之 廉 。 于 是 立 
方 之 茶 分 而 为 四 : 规 内 茶 一 ， 谓 之 内 茶 ; 规 外 茶 三 ， 谓 之 
外 茶 。 规 更 合 四 茶 ， 复 横断 之 。 以 义 股 言 之 , 令 余 高 为 勾 ， 
内 茶 断 上 方 为 股 ， 本 方 之 数 ， 其 弦 也 。 勾 股 之 法 : 以 勾 徊 
减 弦 医 ， 则 余 为 股 医 。 若 令 余 高 自 乘 ， 减 本 方 之 守 ， 余 即 
内 茶 断 上 方 之 医 也 。 本 方 之 堪 即 此 四 基 之 断 上 老 。 然 则 余 
高 自 乘 ， 即 外 三 其 之 断 上 用 人 矣 。 不 问 高 卑 ， 势 凤 然 也 。 然 
固有 所 归 同 而 涂 殊 者 尔 。 而 乃 控 远 以 演 类 ， 借 况 以 析 微 。 
按 : 阳 马 方 高 数 参 等 者 ， 倒 而 立 之 ， 横 截 去 上 ， 则 高 自 乘 
与 断 上 用 数 亦 等 看 。 夫 二 茶 成 立 积 ， 缘 震 势 既 同 ， 则 积 不 
容 虱 。 由 此 观 之 ， 规 之 外 三 其 和 旁 感 为 一 ， 即 一 阳 马 也 。 三 
分 立方 ， 则 阳 蕊 居 一 ， 内 茶 居 二 可 知 矣 。 合 八 小 方 成 一 大 
方 ， 合 八 内 茶 成 一 合 盖 。 内 茶 居 小 方 三 分 之 二 ， 则 合 盖 居 
艾 方 亦 三 分 之 二 。， 玉 然 验 奖 。 量 三 分 之 二 ， 以 圆 效率 三 乘 
之 ， 如 方 甘 率 四 而 一 ， 约 而 定之 ， 以 为 丸 率 。 故 目 丸 居 立 
站 二 站 瑟 一 们 。 

钥 蜡 之 考虑 立方 的 八 分 之 一 。 他 着 言 于 正方 体 中 在 切割 出 牟 合 


方 盖 后 剩余 的 部 分 。 正方 体 的 亏 为 ABCDEFGO， 如 图 3-5-6 


(1) 所 示 。 其 内 切 件 合 方 盖 的 于 为 AEFGO， 称 为 内 某 ， 如 图 


3-5-6 〈2) 所 示 。 正 方 体 与 牟 合 方 盖 之 间 的 部 分 在 切割 出 件 合 
善 时 被 切割 成 三 部 分 ， ABGF，ADEF，ABCDF， 称 为 外 
三 某 ， 如 图 3-5-6 (3) (4) (5〉 所 示 。 用 一 平面 在 高 QA 上 
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图 3-5-6 “ 立 圆 求 积 


任 一 点 N 处 横 截 ABCDEFGO， 得 截面 JKN。 设 ON 二 a， 
称 为 余 高 ， 则 其 截面 IJKN 的 面积 为 球 半径 之 平方 二 。 内 其 
的 截面 为 正方 形 NMHL, 设 其 面积 为 ， 那 么 ， 显 然 ， 外 三 
某 的 截面 ， 即 长 方形 LHQK、MIPH 和 正方 形 HPJQ 的 面积 
之 和 应 为 好 一 好 。 而 由 色 股 形 ONM， rr 一 二 a ， 即 余 高 目 
乘 。 而 a? 恰恰 等 于 一 个 长 、 宽 、 高 相等 的 阳 马 距 顶 点 为 a 处 


的 横 截 面积 ， 如 图 3-5-6 (6) 所 示 。 由 祖上 临 之 原理 ， 外 三 其 
的 体积 之 和 与 其 长 、 宽 、 高 为 球 半径 > 的 阳 马 的 体积 相等 ， 


即 等 于 小 立方 的 二 。 因 此 ， 内 基 的 体积 是 小 立方 的 全 。 这 就 
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证 明了 件 合 方 盖 的 体积 是 其 外 切 正方 体 体积 的 二 。 若 取 x 一 3， 
则 球体 积 为 ; 


Va = 人 XD’ == 记 D， (3-5-6) 
从 而 最 终 解 决 了 球体 积 问题 。 


但 蜡 之 的 高 明之 处 在 于 ， 他 将 祖 星之 原理 应 用 于 几 块 
立体 的 截面 积 之 和 与 另 一 立体 的 截面 积 的 比较 上 ; 而 且 ， 
这 儿 块 立体 的 截面 积 也 没有 保持 同一 形状 ,而 是 逐渐 变化 
的 ; 更 重要 的 ， 各 截面 积 的 变化 率 也 不 是 如 《 九 章 算 术 》 
和 刘 徽 所 论 者 都 是 线性 ， 而 是 非 线 性 的 。 这 种 应 用 的 拓展 
表明 祖 蜡 之 对 此 原理 的 认识 比 刘 徽 进 了 一 大 步 。 


极限 思想 在 近似 计算 中 的 应 用 一 一 以 圆周 率 为 例 
许多 著述 把 刘 徽 求 圆周 率 的 程序 、 弧 田 面积 密 率 的 计 
算 ， 以 及 开 方 不 尽 求 微 数 都 说 成 是 极限 过 程 ， 这 是 似 是 而 


非 的 看 法 。 实 际 上 ， 这 里 都 没有 极限 过 程 ， 只 是 极限 思想 
在 近似 计算 中 的 应 用 。 这 里 仅 介 绍 刘 徽 求 圆周 率 的 程序 。 


(一 ) 圆周 率 


1. 刘 徽 的 求 圆 周 率 程序 
《 数 》、《 算 数 书 》《 周 仍 算 经 》 和 《 九 章 算术 》 中 与 圆 
有 天 的 面积 、 体 积 公式 及 其 所 属 的 例题 中 的 周 、 径 之 比 都 
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是 3: 1， 并 且 沿 袭 很 入。 西汉 刘 坎 〈? 一 23) 为 王 工 制 造 
铜 饼 时 ， 实 际 上 使 用 的 圆周 率 相当 于 3.1547， 东 汉 张 衡 
(78 一 139) 求 出 径 率 1 而 周 率 V10 ， 大 约 与 刘 徽 同时 的 天 图 
天 文学 家 王 蕃 使 用 周 率 142 而 径 率 45。 可 见 他 们 都 没有 找 
到 求 圆 周 率 的 正确 方法 。 

刘 微 在 证 明了 《 九 章 算 术 》 的 圆 田 术 (2-3-4) 之 后 指 
由 , 在 这 个 公式 中 的 周 、 径 之 比 应 该 是 “至 然 之 数 ” 而 不 
是 周三 径 一 。 然 而 “学 者 中 古 ， 习 其 廖 失 ”， 一直 没有 纠 
正 。 刘 徽 因 而 创造 计算 圆周 率 精确 近似 值 的 方法 。 他 取 下 
径 为 2 尺 的 圆 ， 其 内 接 正 六 边 形 的 边 长 为 1 尺 。 从 正 6 边 
形 开 始 不 断 地 割 圆 。 割 圆 内 接 正 6 边 形 为 正 12 边 形 的 方 
法 是 : 

割 六 般 以 为 十 二 艇 术 目 : 置 圆 径 二 尺 ， 半 之 为 一 八 ， 
即 圆 里 般 之 面 也 。 令 半径 一 尺 为 驴 ， 半 面 五 寸 为 勾 ， 为 之 
求 股 。 以 勾 暴 二 十 五 减 弦 田 ， 余 七 十 五 寸 ， 开 方 除 之 ,下 
至 秒 、 忽 。 又 一 退 法 ， 求 其 微 数 。 位 数 无 名 知 以 为 分 子 ， 
以 十 为 分 母 ， 约 作 五 分 之 二 。 故 得 股 八 寸 六 分 六 厘 二 秘 五 
夭 五 分 忽 之 二 。 以 减 半径 ， 余 一 寸 三 分 三 厘 九 毫 七 秒 四 忽 
五 分 忽 之 三 ， 谓 之 小 义 。 钥 之 半 面 而 又 请 之 小 股 。 为 之 求 
六。 其 宕 二 千 六 百 七 十 九 亿 四 千 九 百 一 十 九 万 三 千 四 目 台 
十 五 忽 ， 余 分 弃 之 。 开 方 除 之 ， 即 十 二 触 之 一 面世 。 

如 图 3-5-7， 记 圆 内 接 正 6 边 形 的 一 边 为 AAA ， 取 弧 AA 的 中 
点 A,， 则 AAs 就 是 圆 内 接 正 12 边 形 的 一 边 ，OAhs 与 AA 交手 


14o 


PP。 考虑 勾 股 形 AOP ， 由 勾 股 定理 、 开 
方术 和 开 方 不 尽 求 微 数 的 方法 ， 股 OP = 


VODO4 一 ABz 一 V10—5 — 86602r 生 忽 ， 


为 边 心 距 。 余 径 已 A = OA， = 人 


图 3-5-7 人 割 6 解 为 12 艇 


133974 言 忽 。 再 考虑 勾 股 形 AP 丸 ， 防 


Ahs=V PA TAP? = V267949193145 知 ， 为 圆 内 接 正 12 边 
de 

依照 同样 的 程序 ， 刘 微 算出 正 12 边 形 的 边 心 距 、 余 径 ， 
48 边 形 的 一 边 长 、 边 心 距 、 余 径 ， 及 96 边 形 的 面积 、 = 
长 ，192 边 形 的 面积 ， 如 下 表 : 


内 接 正 多 边 形 各 元 素 计算 


4 
965925 5 


接着 刘 微 算出 差 军 S; 一 S ,一 314 . 吐 十 :一 313 384,12 105 


625 625- 6254 。 


284 210 169 
pf Sip 一 一 》 » 2— 、 2 
孝 么 Si 十 2(S 5 一 S4) 一 313 655 可 Tose =314 7 a 
于 是 
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04 bs? 169_1.， i 
314 5 二 < 314 62E 才 。 (3=05=8) 


由 于 S; 和 Si 十 2 〈S: 一 S,) 的 整数 部 分 邦和 是 314 os 
刘 徽 便 取 314 寸 : 作为 圆 面积 的 近似 值 。 将 圆 面 积 的 这 个 近 
似 值 代入 《 九 章 算 术 》 的 圆 面 积 公 式 (2-3-4)， 那么 圆周 长 
xz 二 2X314 寸 : 二 10 寸 =6 尺 2 寸 8 分 。 刘 徽 将 直径 4 一 
尺 与 周 长 /6 尺 2 寸 8 分 相约 ， 周 长 得 157， 直径 得 50， 
这 就 是 圆周 长 和 直径 的 相 与 之 率 。 用 现今 的 符号 ， 融 


157 
SO 


这 是 中 国 数学 史上 首创 的 求 圆周 率 精确 近似 值 的 科学 


是 x 二 


方法 。 刘 微 将 巧 7 称 之 为 徽 术 ， 后 来 也 被 称 为 微 率 。 刘 微 用 


它 修正 了 《 九 音 算 术 》 中 公式 〈2-3-4) 所 属 的 关于 圆 面 积 
的 两 个 例题 的 答案 ， 又 将 圆 面积 公式 〈2-3-6) 修正 为 


SS 人 将 圆 面积 公式 〈2-3-7) 修正 为 S—a 还 修 


下 了 与 加 有 关 的 其 他 图 形 的 面积 、 体 积 公式 、 开 圆 术 及 其 
例题 。 

刘 微 指出， 上述 周 径 相 与 率 中 ， “ 周 率 犹 为 微 少 也 。 
因此 ， 他 又 求 出 正 1536 边 形 的 一 边 长 ， 算出 正 3072 边 形 的 


et noi 
zx 2 尺 相约 ， 周 得 3927， 径 得 1250， 为 周 径 的 相 与 之 率 ， 


3927 
此 即 r 二 1750。 
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刘 微 关于 圆周 率 的 计算 赶 上 并 超过 了 十 希腊 的 阿 基 
您 ， 丙 定 了 此 后 中 国 在 圆周 率 计算 方面 领先 于 世界 数 坛 二 
余年 的 理论 和 数学 方法 的 基础 。 数 典 不 能 忘 祖 ， 我 们 称颂 
得 冲 之 将 圆周 率 精确 到 八 位 有 效 数字 的 杰出 贡献 ， 但 不 能 
忘记 在 中 国 首创 正确 的 圆周 率 求法 的 刘 微 ， 

2. 祖 率 

《 隋 书 ， 律 历 志 》 在 回顾 了 人 们 认识 圆周 率 值 的 过 程 之 
后 ， 谈 到 了 祖冲之 的 贡献 ， 

宋 未 ， 南 徐州 从 事 史 祖 冲 之 更 开 密 法 ， 以 圆 径 _ 亿 为 
一 区 ,圆周 虱 数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 悍 九 毫 二 秒 七 息 ， 朋 
数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 六 忽 ， 正 数 在 器、 月 二 
限 之 间 。 密 率 ， 圆 径 一 百 一 十 三 ， 贺 周三 百 五 十 五 。 约 率 ， 
圆 径 七 ， 周 二 十 二 。 


此 相当 于 3. 1415926< ra 3, 1415927 密 率 : 二 新 者 


直到 1247 年 才 被 中 亚 数学 家 阿尔 。 卡 西 所 超过 。 而 后 者 则 
是 分 母 小 于 16604 的 接近 x 的 真 值 的 最 佳 分 数 ， 它 于 1573 
年 才 被 德国 数学 家 奥 托 重 新 发 现 。 后 来 ， 荷 兰 工程 师 安 拭 
尼 效 也 得 到 同样 的 结果 。 西 方 将 其 称 为 安 托 尼 兹 率 。 日 本 
学 者 三 上 义 夫 建议 将 其 称 为 祖 率 ， 是 十 分 应 该 的 ， 

祖冲之 是 怎样 求 出 上 述 值 的 ， 史 书 没有 记载 ， 一般 认 
为 ， 他 是 利用 刘 徽 计算 圆周 率 的 程序 求 得 的 8 位 有 效 数字 
的， 那么 需要 计算 正 6X27 边 形 的 面积 。 至 于 密 率 是 怎么 
得 的 ， 数 学 史 界 有 各 种 猜测 。 钱 宝 琼 认为 祖冲之 是 用 何 承 
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天 的 调 日 法 求 得 的 。 
(二 ) 圆 率 和 方 率 


刘 微 在 求 圆周 率 的 同时 ， 还 考虑 了 方 中 容 圆 、 圆 中 容 
方 的 问题 。 在 求 出 圆 面积 S<z314 寸 : 之 后 ， 刘 微 说 ， 

令 径 自 乘 为 方 寨 四 百 寸 ， 与 圆 守 相 折 ， 圆 索 得 一 百 五 
七 为 率 ， 方 里 得 二 百 为 率 。 方 神 二 百 ， 其 中 容 圆 肾 一 百 
五 十 七 也 。 圆 率 犹 为 微 少 。 按 : 弧 田 图 令 方 中 容 圆 、 圆 中 
容 方 ， 内 方 合 外 方 之 半 。 然 则 圆 备 一 百 五 十 七 ， 其 中 容 方 
攻 一 百 也 。 

刘 徽 将 圆 的 外 切 正方 形 称 为 外 方 ， 设 其 面积 为 $4; ， 刘 徽 将 
加 的 内 接 正 方形 称 为 内 方 ， 设 其 面积 为 Sw;; ， 刘 徽 是 说 ， 
Syy * S* Say =200 7 157 4 T1060. 

这 个 比例 式 在 弧 田 术 及 修正 与 圆 有 关 的 面积 、 体 积 公 式 时 

特别 有 用 。 


同样 ， 刘 徽 在 求 出 圆 面积 S314 去 寸 ? 之 后 又 得 出 


Sy * Ss Sr 一 5000 。3927 。，2500 


五 刘 币 的 面积 推导 系统 


刘 徽 给 《 九 章 算术 》 作 注 ， 没 有 改变 其 术 文 和 题目 的 
顺序 。 那 么 ， 两 者 的 推导 系统 是 不 是 相同 呢 ? 回答 是 否定 


149 


的 ， 尤 以 面积 和 体积 的 推导 系统 的 区 别 最 为 典型 。 先 看 面 
积 问 题 。 


(一 ) 《 九 章 算 术 》 时 代 的 面积 推导 系统 


根据 刘 徽 《 九 章 算术 注 》 的 提示 ，《 九 音 算 术 》 时 代 ， 
人 们 对 要 求 积 的 直线 形 进行 分 割 ， 借 助 出 入 相 补 原理 ， 拼 
合成 一 个 长 方形 ， 推 求 其 面积 公式 。 而 对 曲线 形 是 先 以 _- 
个 近似 的 多 边 形 取代 之 再 进行 分 制 ， 实 际 上 并 没有 证 明 卓 
边 形 的 面积 公式 ， 由 此 得 出 要 求 积 的 曲 边 形 面积 公式 ， 是 
一 个 归纳 过 程 ， 而 不 是 演绎 过 程 。 分 割 中 会 出 现 三 角形 ， 
主要 是 勾 股 形 ， 但是， 它们 只 是 原 图 形 的 分 割 和 拼合 新 的 
长 方形 的 元 件 ， 并 不 需要 先 证 明 三 角形 的 面积 公式 。 《 九 章 
算术 》 时 代 面 积 的 推导 系统 大 体 如 图 3-5-8 所 示 。 


DG OO 
3 


图 3-5-8 。《 九 章 算术 》 的 面积 推导 系统 
(二 ) 刘 微 的 面积 推导 系统 
刘 徽 对 面积 公式 的 证 明 虽 仍 使 用 出 入 相 补 原理 ， 却 以 
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极限 思想 和 无 穷 小 分 割 方法 为 核心 ， 并 且 以 演绎 逻辑 为 主 。 
逻辑 方法 的 改变 必然 导致 知识 结构 的 改变 ， 刘 徽 的 面积 推 
导 系 统 与 《 九 章 算 术 》 有 根本 的 区 别 。 它 有 几 个 明显 的 
特点 : 

首先 ， 对 方 田 术 即 长 方形 的 面积 公式 ， 刘 徽 未 试图 证 
明 ， 而 是 给 出 了 办 即 面积 的 定义 : 

凡 广 从 相 乘 谓 之 磊 。 
察 整 个 《 九 章 算术 注 》 中 ， 刘 徽 没 有 证 明 的 术 文 凡 62 条 ， 
其 中 有 60 条 因 注 解 了 同类 的 术 文 而 不 再 注 者 之 外 ， 那 么 ， 
刘 币 没有 证 明 的 只 有 方 田 术 、 方 韦 堵 术 2 条 术 文 。 这 显然 不 
是 刘 微 的 疏漏 ， 而 是 将 长 方形 、 长 方 体 的 体积 公式 看 成 定 
义 ， 是 不 必 证 明 的 。 

其 次 ， 在 刘 徽 的 面积 理论 系统 中 ， 不仅 直 线形 ， 而 且 
曲线 形 中 除了 宛 田 外 所 有 的 面积 公式 都 是 被 严格 证 明 的 。 

第 三 ， 三 角形 的 面积 公式 是 刘 微 的 面积 理论 系统 的 核 
心 ， 而 无 穷 小 分 割 方法 则 在 其 中 起 着 关键 的 作用 。 刘 徽 对 
圆 田 、 弧 田 ， 进 而 还 有 环 田 等 曲线 形 面积 公式 的 证 明 或 解 
决 ， 也 都 必须 使 用 三 角形 的 面积 公式 ， 并 且 不 借助 于 极 也 
思想 和 无 穷 小 分 割 方法 是 不 可 能 的 。 

总 之 ， 刘 徽 对 面积 问题 的 推导 形成 了 一 个 完整 的 理论 
体系 ， 大 体 如 图 3-5-9 所 示 。 将 其 与 图 3-5-8 比较 ， 即 可 郊 
两 者 的 区 别 。 
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图 3-5-9 刘 徽 的 面积 理论 体系 


入 刘 微 的 体积 推导 系统 
(一 ) 对 多 面体 体积 公式 的 证 明 


1. 有 限 分 割 求 和 法 一 一 锥 亭 之 类 体积 公式 的 证 明 
在 证 明了 刘 徽 原理 ,解决 了 阳 马 、 览 须 的 体积 问题 之 
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后 ， 刘 徽 对 各 种 多 面体 ， 都 是 将 其 分 割 为 有 限 个 长 方 体 、 
特 增 、 阳 马 、 警 须 ， 求 其 体积 之 和 ， 以 证 明 其 体积 公式 ， 
我 们 称 之 为 有 限 分 割 求 和 法 。 谨 以 刍 童 为 例 ， 刘 徽 说 : 

为 术 又 可 令 上 下 广 训 差 相 乘 ， 以 高 乘 之 ， 三 而 一 ， 亦 
四 阳 轧 ; 上 下 广 衷 互 相 乘 ， 并 而 半 之 ， 以 高 乘 之 ， 即 四 面 
六 者 请 导 二 立 办 5 并 之 # 为 各 得 积 。 
这 是 刘 微 提出 的 与 《 九 章 算术 》 的 公式 等 价 的 公式 ，: 


V 一 与 (Wy 0 2 (bs — Bb ) h+ 方 (azbi Talib, ) 本 (3-5-9) 
公式 的 阐述 过 程 ， 就 是 其 证 明 过 AR AN 
与 、 四 面 6 个 竹 圭 和 中 央 的 2 个 立 
方 ， 如 图 3-5-10。 四 角 上 1 个 阳 马 bob 


的 体积 是 ， 计 X 冯 (0 一) X 却 ( 榴 一 bh 一 二 X 寺 (as 一 a) 


(br 一 b1)h， 因 此 ， 四 角 上 4 个 阳 马 的 体积 就 是 ， 记 (a 一 a) 
(b&w 一 b)h。 这 是 公式 (3-5-9) 的 第 1 项 。 两 端 2 个 玛 堵 的 体 


积 是 2X 地 a X36 bh=a (bb h; 两 旁 4 个 狂 堵 


的 体积 是 ，2X 地 如 X 志 (qz 一 a1)h 二 记 b (qs 一 a1)h; 中 央 2 个 
立方 的 体积 是 : a1b1h。 于 是 中 央 2 个 立方 与 四 面 6 个 轿 墙 的 
体积 之 和 为 亏 ai (By 一 BD 有 十 却 扣 Caz 一 a1) 有 十 qh 二 去 (azb 十 
abz)h。 这 就 是 公式 (3-5-9) 的 第 2 项 。 
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这 种 证 明 方式 对 任何 刍 童 都 是 适应 的 ， 是 一 种 真正 的 
数学 证 明 。 

2. 分 离 方 锥 求 浆 须 法 

(1) 分 离 方 锥 求 整 腊 

在 证 明 《 九 章 算 术 》 给 出 的 姜 除 体积 公式 (2-3-18) 
时 , 刘 微 根据 不 同情 况 ， 分割 出 瞩 墙 、 阳 马 和 各 种 形状 的 浆 
肛 。 有 几 种 警 采 是 与 《 九 章 算术 》 给 出 的 形状 不 同 的 四 面 
体 。 刘 徽 没 有 直接 用 公式 〈2-3-14) 求 其 体积 ， 而 是 重新 进 
行 推导 。 

比如 对 下 广 、 末 
三 相等 的 羡 除 ， 可 以 
分 解 出 一 个 团 堵 及 夹 
秘 墙 的 两 个 警 腊 ， 如 
图 3-5-11 (1)。 然 而 这 (2) 
里 的 敬 须 是 三 棱 互 相 图 3-5-11 下 末 广 相等 之 美 除 的 分 割 
垂 志 于 一 点 的 四 面体 ， 如 图 3-5-11 (2)。 刘 徽 采用 将 其 从 方 锥 
中 分 离 出 来 ， 证 明 其 体积 公式 仍 是 〈2-3-14) 式 ， 其 方法 是 ; 

合 四 阳 马 以 为 方 锥 。 那 画 方 锥 之 底 ， 亦 令 为 中 方 。 就 
中 方 削 而 上 合 ， 全 为 中 方 锥 之 半 。 于 是 阳 马 之 某 悉 中 解 侨 。 
中 锥 离 而 为 四 鳌 采 钴 。 故 外 锥 之 半 亦 为 四 环 腓 。 虽 背 正 异 
形 ， 与 党 所 谓 鳖 腰 参 不 相似 ， 实 则 同 也 。 所 云 夹 暂 堵 者 ， 
中 锥 之 鳌 且 也 。 
其 中 “ 半 ” 训 片 。 刘 征 取 四 个 阳 马 AGEND、AGDPR、 
AGRQS、AGSME, 合成 方 锥 AMNPQ， 如 图 3-5-12 所 示 。 
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由 方 锥 体积 公式 (2-3-12)， 其 


体积 为 Vs 一 和 x DG X EGX 


AG。 连 EDRS， 是 一 个 中 方 。 
由 中 方 前 至 顶点 A， 把 方 锥 图 3-5-12 分 离 方 锥 求 获 腊 
AMNPQ 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 中 锥 AEDRS， 其 体积 为 Vy 一 


2 xDGX EGXAG; 一 部 分 是 外 面 剩余 的 部 分 。 这 种 分 负 


方式 ， 使 中 方 锥 成 为 四 片 。 四 个 阳 马 也 被 中 解 。 中 锥 分 成 
的 四 片 ， 恰 就 是 我 们 所 要 求 积 的 夹 秘 堵 的 敬 肛 : AGDEF、 
AGRD、AGSR、AGES， 它 们 都 全 等 ， 因 此 每 个 的 体积 是 


中 锥 的 地， 即 V, 一 x XDGX EGX AG 一 忆 <xDGX BI 


AG。AG 是 灿 须 的 高 ，DG、EG 分 别 是 广 、 闪 ,与 (2-3-14) 
式 取 同 样 的 形式 。 

同时 ， 由 于 方 锥 AMNPQ 割 出 中 锥 AEDRS 之 后 剩余 
的 部 分 又 是 四 个 全 等 的 四 面体 : ANDE、APRD、AQSK、 
AMES， 它 们 的 高 的 垂 足 在 底面 之 外 直角 顶 以 斜 边 为 轴 的 对 
称 点 上 ， 刘 徽 也 称 它 们 为 刺 腊 ， 并且 其 体积 公式 显然 也 与 
(2-3-14) 式 一 致 。 

(2) 分 离 椭 方 锥 求 大 阁 腊 

刘 徽 分 解 《 九 章 算术 》 给 出 的 三 广 不 等 的 张 际 时 得 出 
一 种 大 浆 腓 ， 刘 微 说 : 

此 本 是 三 广 不 等 ， 即 与 警 腰 连 者 。 别 而 言 之 : 中 央 殊 
堵 广 六 尺 、 高 三 尺 、 衷 七 尺 。 末 广 之 两 旁 ， 各 一 小 鳌 且 ， 
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崩 与 殊 堵 等 。 令 小 束 腰 居 里 ， 大 整 腰 居 表 ，。 
如 图 3-5-13 所 示 ， 记 三 广 不 等 
的 北 除 为 ABCDEF， 它 被 分 解 
成 中 间 竹 墙 GHCDIJ] ， 两 边 各 
一 小 警 须 GDEI、HCFJ， 都 
和 证 《 九 章 算术 》 已 经 讨论 过 的 图 35-13 三 广 不 等 美 除 之 分 别 

情形 ;再 向 外 两 边 各 有 一 大 丈 腓 AGDE、BHCF。 它们 的 底 
AGD、BHC 是 勾 股 形 (由 题 设 AG= B 互 天 2 尺 ，DG 二 CH= 
3 故 )， 高 EO、FO 分 别 为 7 尺 ， 甚 垂 足 O、O 分 别 在 直角 边 
AG、B 有 HH 上。 对 这 种 大 警 且 ， 刘 徽 采 用 从 一 个 椭 方 锥 中 将 其 
分 离 出 来 的 方法 ， 并 借助 于 截面 积 原理 ， 证 明 它 的 体积 公式 


也 是 (2-3-14) 式 。 即 . Vs —EAGXDGXED. 


刘 徽 将 大 警 采 从 一 个 椭 方 锥 中 分 解 出 来 的 方法 是 : 

则 大 敖 采 消 出 随 方 锥 : 下 广 二 尺 ， 训 六 尺 ， 高 七 尺 。 
分 取 其 半 ， 则 为 衷 三 太 。 以 高 、 广 乘 之 ， 三 而 一 ， 即 半 锥 
之 积 也 。 那 解 半 锥 得 此 两 大 鳌 膜 。 求 其 积 ， 亦 当 六 而 一 ， 
合 于 锅 率 闫 。 按 : 阳 马 之 某 两 那 ， 基 底 方 。 当 其 方 也 ， 不 
问 旁 角 而 割 之 ， 相 半 可 知 也 。 推 此 上 连 无 成 不 方 ， 故 方 锥 
与 阳 蕊 同 实 。 角 而 割 之 者 ， 相 半 之 势 。 此 大 小 整 腰 可 知 更 
相 表 里 ， 但 体 有 背 正 也 。 

随 ， 音 义 均 通 “ 椭 ”*"。 所 谓 椭 方 锥 就 是 底面 为 长 方形 的 方 
锥 。 根 据 《 九 章 算术 》 的 题目 的 具体 情形 ， 刘 徽 设 计 了 一 
个 压 厂 2 尺 、 交 6 尺 、 高 7 尺 的 椭 方 锥 ECDMN， 如 图 
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3-5-14。 以 高 EO 所 在 的 过 MN、 
CD 的 中 点 A、G 的 平面 EAG 平 
分 该 椭 方 锥 ， 成 为 两 个 半 锥 
EGCAN 和 EGDMA ， 它 们 实际 上 
是 阳 马 ， 其 体积 都 是 椭 方 锥 的 一 


半 ， 即 Ve 一 地 AGXDGXEO。 再 M 4 
图 3-5-14 ” 椭 方 锥 分 离 大 警 朋 


由 两 半 欠 的 底面 的 对 角 线 AC、AD 与 顶点 构成 的 平面 
EAC、EAD 分 解 这 两 个 半 锥 ， 得 到 四 面体 AGCE、AGDE， 
它们 就 是 所 要 求 积 的 两 大 浆 须 。 刘 惩 认为， 它们 的 体积 各 


是 半 锥 即 阳 马 的 一 半 ， 即 Vy = 志 AGX DG x EO， 仍 取 


(2-3-14) 式 的 形式 。 

为 什么 呢 ? 刘 征 借助 于 截面 积 原理 回答 了 这 个 问题 。 
刘 币 说 “上 连 无 成 不 方 ， 故 方 锥 与 阳 马 同 实 ”"， 就 是 说 ， 同 
底 等 高 的 方 锥 与 阳 马 每 一 层 都 是 相等 的 Wa 
方形 ， 所 以 其 体积 相等 。 刘 徽 还 提出 一 | 
个 命题 : 一 个 长 方形 ， 不 管 是 用 对 角 线 
分 割 ， 还 是 用 对 边 中 点 的 连 线 分 割 ， 其 
面积 都 被 平分 ， 如 图 3-5-15 所 示 。 刘 徽 进 而 提出 一 个 推论 : 
若 一 个 立体 ， 每 一 层 都 被 一 平面 所 平分 ， 则 整个 立体 被 该 
平面 所 平分 。 

再 回头 看 大 整 须 ， 它 们 是 由 半 锥 EGCAN 和 EGDMA 分 
别 被 平面 EAC、EAD“ 角 而 市 之 ”得 到 的 ， 换 言 之， 半 欠 
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图 3-5-15 淮 角 而 割 之 
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FGCAN 和 EGDMA 的 体积 分 别 被 平面 EAC、EAD 所 平分 。 
内 此， 大 警 须 AGCE、AGDE 的 体积 都 是 半 锥 EGCAN 的 一 
半 ， 大 警 须 AGCE 就 是 BHCF， 即 可 归结 到 (2-3-14) 式 ， 
同时 ， 目 然 又 可 推出 ， 半 锥 分 割 出 大 警 须 之 后 剩余 的 
部 分 AMDE 和 ANCE 仍 是 大 敬 腊 ， 其 体积 公式 仍 为 〈2-3- 
14) 了 去。 总 之 ， 几 种 警 硬 的 体积 公式 都 归结 到 〈2-3-14) 


式 ， 接 近 于 提出 〈2-3-14) 式 是 任 一 警 须 的 体积 公式 。 
器 到 北 除 : 2 大 鳌 须 AGDE，BHCF 的 体积 是 ， Viw 一 
(AGTHB)XDGX EO; 根据 (2-3-12) 式 ， 中 间 竺 堵 GHCDIJ 


的 体积 是 : V,=3$GHX DGX IG; 根据 (2-4-16) 式 ， 两 边 2 


小 警 腓 GDEI、HCFJ 的 体积 是 ， Vis = (EI+JF) x DGX 
IC。 求 以 上 三 者 之 和 便 证 明了 (2-3-18) 式 . 


V,=V + Vis +Vis = GHX DGX IG+ (EI+JF) XDGX 


JG 十 二 CAG 二 HB)XDGxX EO 到 (AB+CD+EF) x DGX IG 


泌 除 体积 的 解决 ， 说 明 刘 微 有 能 力 解 决 任何 多 面体 体 
积 问 题 。 


(二 ) 《 九 章 算术 》 时代 的 体积 推导 系统 


根据 刘 徽 《 九 章 算术 注 》 的 提示 ， 在 《 九 章 算术 》 时 
代 ， 人 们 主要 使 用 出 入 相 补 原理 推导 多 面体 的 体积 公式 ， 
主要 有 两 种 形式 ,一 是 以 盘 补 虚 ， 如 竹 等 体积 公式 的 证 明 ; 
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二 是 某 验 法 ， 它 只 能 用 来 推导 可 以 分 割 或 拼合 成 三 品 基 
( 见 图 3-5-16) 的 标准 型 多 面体 的 体积 公式 ， 并 不 能 证 明 一 


图 3-5-16 三 品 蔡 

般 的 多 面体 的 体积 公式 ， 从 前 者 到 后 者 ， 是 一 个 归纳 的 过 
程 ， 因 而 是 不 严格 的 。 而 且 ， 在 茜 验 法 中 ， 只 使 用 长 方 体 
的 体积 公式 ， 并 不 使 用 握 堵 、 阳 马 的 体积 公式 ， 累 增 、 阳 
马 只 是 合并 、 分 割 的 元 件 。 对 圆 体 体 积 的 解决 ， 则 主要 比 
较 它们 与 相应 的 多 面体 的 底面 积 ， 由 后 者 推导 前 者 。 显 然 ， 
在 《 九 章 算术 》 的 体积 推导 系统 中 ， 三 品 某 起 着 核心 作用 ， 

所 谓 “ 说 算 者 乃 立 基 三 品 ， 以 效 高 深 之 积 ”。 而 方 锥 、 方 
亭 、 束 腓 、 刍 童 、 刍 蔓 等 在 其 中 处 于 同等 的 地 位 。《 九 草 算 
术 》 时 代 的 体积 推导 系统 大 体 如 图 3-5-17 所 示 。 


(三 ) 刘 微 的 体积 推导 系统 


在 刘 徽 的 体积 理论 中 ， 首 先 值得 注意 的 是 ， 对 长 方 体 
的 体积 公式 是 当做 定义 使 用 的 。 

更 重要 的 ， 极 限 思想 和 无 穷 小 分 割 方法 在 刘 徽 的 体积 
理论 中 起 着 关键 的 作用 。 这 里 主要 有 两 个 方面 。 一 是 刘 微 
原理 的 证 明 。 刘 徽 在 用 极限 思想 和 无 穷 小 分 割 方法 完成 刘 
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图 3-5-17 《 九 章 算 术 》 的 体积 推导 系统 


微 原 理 的 证 明之 后 明确 指出 ， 整 腓 是 锥 亭 之 类 的 “ 功 实 之 
主 ”。 其 他 的 多 面体 都 可 以 通过 分 割 成 有 限 个 长 方 体 、 繁 
堵 、 阳 马 、 整 腓 ， 求 其 体积 之 和 求 积 。 这 与 现代 数学 的 多 
面体 体积 理论 完全 一 致 。 

一 是 截面 积 原理 及 其 应 用 。 刘 徽 已 经 完全 掌握 了 截面 
积 原理 ， 不 仅 借 此 求 出 了 特殊 形状 的 整 采 的 体积 ， 而 且 成 
为 他 由 相应 的 多 面体 证 明 圆 体 体 积 公 式 的 依据 。 

就 是 说 ， 刘 徽 将 其 体积 理论 建立 在 极限 思想 和 无 穷 小 
分 割 方 法 之 上 ， 与 19 世纪 末 20 世纪 初 高 斯 、 希 尔 伯 特等 现 
代数 学 大 师 的 思想 不 谋 而 合 。 

第 三 ， 刘 微 对 所 有 立体 体积 公式 的 推导 ， 都 是 使 用 演 
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图 3-5-18 ” 刘 徽 的 体积 推导 系统 
绎 推理 ， 因 而 是 真正 的 数学 证 明 。 

总 之 ， 刘 徽 的 体积 理论 从 长 方 体 的 体积 公式 出 发 ， 利 
用 极限 思想 和 无 穷 小 分 割 方法 ， 以 鉴 采 和 阳 马 的 体积 公式 
为 核心 ， 以 演绎 逻辑 为 主要 方法 ， 形 成 了 一 个 完整 的 理论 
体系 ， 如 图 3-5-18 所 示 。 使 用 极限 思想 和 无 穷 小 分 割 方法 
的 刘 徽 原理 和 截面 积 原 理 是 这 个 体系 的 关键 。 
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七 刘 微 的 极限 思想 在 数学 史上 的 地 位 


刘 徽 的 无 穷 小 分 割 和 极限 思想 在 中 国 和 世界 数学 史上 
占有 重要 地 位 。 


(一 ) 刘 微 的 无 穷 小 分 割 思想 与 墨家 、 道 家 、 名 家 


刘 徽 的 无 穷 小 分 割 和 极限 思想 不 是 无 源 之 水 。 先 秦 墨 
家 、 名 家 、 道 家 等 诸 子 的 著作 中 都 或 多 或 少 地 具有 无 穷 小 
分 割 和 极限 思想 。 中 国 古代 实际 上 存在 着 “ 实 无 限 ” 与 
“ 潜 无 限 ” 的 分 野 。 名 家 认为 对 播 的 分 割 “ 万 世 不 竭 "， 是 
浴 无 限 小 的 ， 而 墨家 认为 无 限 分 割 的 最 终 会 得 到 “不 可 新 ” 
的 “ 端 "， 道 家 认为 会 得 到 “不 能 分 ”的 “无 形 ”， 都 是 实 
无 限 小 。 刘 徽 在 割 贺 术 中 的 “不 可 制 ” 与 墨家 的 “不 可 新 ” 
其 含义 则 是 完全 相同 的 ， 而 与 名 家 明显 不 同 。 在 刘 徽 原理 
的 证 明 中 刘 徽 指出: “至 细 日 微 ， 微 则 无 形 。” 这 显然 源 于 
道家 “至 精 无 形 ” “无形 者 ， 数 之 所 不 能 分 ”的 思想 。“ 不 
能 分 ”实际 上 就 是 “不 可 新 ”， “不 可 割 ” 也 就 是 “无 形 ”。 
总 之 ， 刘 徽 的 无 穷 小 分 割 思 想 受 墨家 与 道家 的 影响 较 大 ， 
而 与 名 家 的 观念 不 同 。 


(二 ) 刘 徽 的 极限 思想 居 古 希腊 同类 思想 之 上 


一 些 科普 作品 常 把 古 希 腊 的 穷竭 法 看 成 借助 于 无 穷 小 
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分 割 和 极限 思想 证 明 数 学 命题 的 首次 尝试 。 这 是 一 个 误解 。 
实际 上 ， 包 括 阿 基 米 德 在 内 的 所 有 古 希腊 数学 家 由 于 无 法 
解释 芝 诺 (Zeno， 约 前 496 一 前 430) 悖 论 ， 便 不 得 不 把 无 
穷 排斥 在 推理 之 外 ， 他 们 在 数学 证 明 中 都 没有 使 用 无 穷 小 
分 割 和 极限 思想 。 比 如 ， 圆 内 接 多 边 形 可 以 通 近 圆 ， 公 娃 
论 上 说 ， 要 想 多 么 逼近 就 能 多 么 逼近 ， 可 是 永远 不 能 成 为 
圆 ， 总 还 有 一 个 剩余 的 量 。 他 们 不 是 用 极限 思想 ， 而 征用 
双重 归 雇 法， 证明 某 一 要 求 积 的 面积 〈 或 体积 ) 既 不 能 大 
于 也 不 能 小 于 某 一 数值 ， 以 解决 求 积 问题 。 因 此 ， 不 管 是 
欧 多 克 斯 ， 还 是 阿 基 米 德 ， 都 没有 极限 思想 。 就 无 穷 小 分 
割 和 极限 思想 之 清晰 、 明 确 及 将 其 用 于 数学 证 明 而 言 ， 刘 
徽 虽 是 后 来 者 ， 却 远 居 于 古 希 腊 数 学 的 同类 思想 之 上 。 

在 欧洲 ， 最 先 采 用 与 刘 徽 类 似 的 方法 证 明 圆 面积 公式 
的 是 尼古拉斯 (1401 一 1464) 。 他 把 圆 定义 为 边 数 无 限 而 边 
心 距 等 于 圆 半径 的 正 多 边 形 ， 然 后 ， 将 圆 分 割 成 无 限 多 个 
小 三 角形 ， 计 算出 边 心 距 与 周 长 的 乘积 ， 则 其 积 之 一 半 ， 
就 是 圆 面积 。 其 分 割 、 求 和 方式 与 刘 徽 相近 ， 然 而 用 定义 
回避 了 刘 徽 的 极限 过 程 。 


第 六 节 ” 刘 微 的 逻辑 思想 和 数学 理论 体系 


关于 中 国 传统 数学 的 逻辑 问题 学 术 界 争论 较 大 。 国 内 
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外 许多 学 者 ， 包 括 对 中 国 古 代数 学 成 就 十 分 推崇 的 一 些 学 
首 在 内 都 认为 中 国 古 代 的 数学 成 就 只 是 经 验 的 总 结 ， 没 有 
推理 ， 尤 其 是 没有 演绎 推理 。 而 笔者 认为 刘 徽 《 九 音 算术 
注 》 主 要 使 用 了 演绎 逻辑 的 结论 。 


一 刘 币 的 数学 定义 


刘 徽 继承 了 墨家 给 数学 概念 作出 定义 的 思想 ， 改 变 了 
《 九 音 算 术 》 对 概念 约定 俗 成 的 做 法 ， 给 许多 数学 概念 以 明 
确 的 定义 。 

刘 徽 的 数学 定义 多 数 是 发 生性 定义 ， 即 定义 本 身 说 明了 
所 定义 的 对 象 发 生 的 由 来 。 比 如 :“ 凡 数 相 与 者 谓 之 率 ”、“ 今 
两 和 工 得 失 相反 ， 要 令 正 负 以 名 之 ”"“ 凡 广 从 相 乘 谓 之 寡 ?， 等 
等 。 刘 徽 的 发 生性 定义 最 妙 的 是 关于 “方程 ”的 定义 。 

刘 徽 的 定义 有 几 个 共同 的 特点 。 首 先 ， 被 定义 的 概念 
与 定义 的 概念 的 外 延 相同 。 如 正 负数 与 “两 算得 失 相 反 ?”、 
央 与 “上 从 相 乘 ”、 率 与 “ 数 之 相 与 >、 方程 与 “各 列 有 数 ， 
已 诗 其 实 ”"、“ 每 行为 率 ”、“ 缘 如 物 数 程 之 ”、“ 并 列 为 行 ”， 
等 等 ， 其 外 延 都 相同 ， 既 没有 犯 外 延 过 大 的 错误 ， 也 没有 
犯 外 延 过 小 的 错误 。 换 言 之 ， 这 些 定义 都 是 相称 的 。 

其 次 ， 刘 徽 的 定义 中 ， 定 义 项 中 没有 包含 被 定义 项 ， 
定义 项 中 的 概念 都 是 已 知 的 ， 没 有 犯 循环 定义 的 错误 。 这 
对 于 一 部 不 是 按照 自己 的 体系 ， 而 是 给 已 有 的 著作 作 注 的 
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著作 来 说 ， 在 循环 定义 泛滥 的 古代 ， 尤 为 难 能 可 贯 。 

第 三 ， 刘 徽 的 定义 都 没有 使 用 否定 的 表述 ， 没 有 使 用 
比喻 或 者 含混 不 清 的 概念 ， 并 且 简 明 靖 晰 。 

总 之 ， 刘 徽 的 定义 基本 上 符合 现代 数学 和 逻辑 学 基于 
定义 的 要 求 。 


二 刘 微 的 演绎 推理 


说 中 国 传 统 数 学 没有 理论 ， 主 要 是 说 没有 演绎 推理 。 
实际 上 ， 只 要 读 懂 了 刘 徽 注 ， 就 会 发 现 刘 徽 在 数学 命 古 的 
证 明 中 主要 使 用 了 演绎 推理 ， 其 中 有 三 段 论 、 关 系 推理 、 
假 言 推理 、 选 言 推理 、 联 言 推理 、 二 难 推理 等 演绎 多 和 则 的 
最 重要 的 推理 形式 ， 还 有 数学 归纳 法 的 稚 形 。 
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三 段 论 是 演绎 推理 的 性 质 判 断 推理 中 极其 重要 的 一 种 ， 
刘 徽 注 的 许多 推理 是 典型 的 三 段 论 。 试 举 几 例 : 

例 1 和 僵 不 足 术 刘 微 往 云 : 

注 云 若 两 设 有 分 者 ， 齐 其 子 ， 同 其 母 。 此 问 两 设 俱 所 
零 分 ， 故 齐 其 子 ， 同 其 母 。 
其 推理 形式 是 ， 车 两 设 有 分 者 〈M)， 须 齐 其 子 ， 同 其 母 
(CP)。 此 间 (CS) 两 设 俱 有 分 C(M) ， 故 此 问 〈S) 须 齐 其 于 ， 
同 其 母 (P)。 其 中 含有 三 个 概念 : 两 设 俱 有 分 “中 项 M)， 
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齐 其 子 ， 同 其 母 〈 大 项 P)， 此 间 (小 项 S)。 中 项 在 大 前 提 
中 周延 ， 结 论 中 的 概念 的 外 延 与 它们 在 前 提 中 的 外 延 相同 ， 
还 有 ， 大 前 提 是 全 称 肯 定 判 断 ， 小 前 提 是 单 称 肯定 判断 ， 
结论 是 单 称 肯定 判断 。 可 见 ， 这 个 推理 完全 符合 三 段 论 的 
规则 ， 是 其 第 一 格 的 AAA 式 ， 

例 2 刘 徽 在 证 明 方程 术 的 直 除法 即 一 行 与 男 一 行 对 减 
不 改变 方程 的 解 时 云 ， 

举 率 以 相 减 ， 不 害 余 数 之 课 也 。 
其 推理 形式 可 以 归结 为 : 举 率 以 相 减 MD) ， 不 害 余数 之 课 
( 卫 )， 直 除法 (S) 是 举 率 以 相 减 (MD)， 故 直 除 法 (S) 不 
害 余数 之 课 〈P) 。 大 前 提 是 全 称 否 定 判断 〈E)， 小 前 提 是 
单 称 肯定 判断 (A)， 而 结论 是 单 称 否 定 判断 (E)。 这 是 二 
段 论 第 一 格 的 EAE 式 。 


(二 ) 关系 推理 


关系 推理 实际 上 是 三 段 论 的 一 种 ， 在 刘 徽 的 推理 中 所 
厅 的 比重 自然 特别 大 。 而 在 关系 推理 所 使 用 的 关系 判断 中 ， 
义 以 等 量 关 系 为 最 多 。 试 举 几 例 。 

例 1 方 田 章 圆 田 术 刘 徽 注 对 圆 田 又 术 “ 周 、 径 相 乘 ， 
四 而 一 ”的 证 明 是 : 

周 、 径 相 乘 各 当 以 半 ， 而 今 周 、 径 两 全 ， 故 两 母 相 乘 
为 四 ， 以 报 除 之 。 


其 推理 形式 就 是 : 已 知 一 也 Lr (等 量 关系 判断 ) 及 一 工 < 


166 


(等 量 关 系 判 断 )， 故 S 一 二 Lr 一 到 也 X 广 d 一 二 (等 量 关 


2 
系 判 断 )。 

例 2” 刘 徽 在 证 明 圆 田 又 术 “ 径 自 相 乘 ， 三 之 ， 四 而 
一 ”不 准确 时 说 : 

若 令 六 佣 之 一 面 乘 半 径 ， 其 宕 即 外 方 四 分 之 一 也 。 因 
而 三 之 ， 即 亦 居 外 方 四 分 之 一 也 ， 是 为 圆 里 十 二 触 之 才 耳 。 
取 以 为 圆 ， 失 之 于 向 少 。 

设 十 二 解 即 圆 内 接 正 12 边 形 的 面积 为 S; ， 其 推理 形式 是 : 


已 知 d 二 S，( 等 量 关 系 判断 ), 及 S1 二 S 〈 不 等 量 关系 关 


断 ) ， 故 子 d? 二 S (不 等 量 关系 判断 )。 


例 3 刘 徽 在 推断 圆 困 (圆柱 体 ， 与 所 容 之 九 〈 内 切 
球 ) 的 体积 之 比 不 是 4 : x 时 说 : 

校 ， 合 盖 者 ， 方 率 也 ， 丸 居 其 中 ， 即 圆 率 也 。 推 此 言 
之 ， 谓 夫 圆 困 为 方 率 ， 岂 不 阙 诚 ? 
其 推理 形式 是 : 已 知 Vi。: V 一 4 : rr 〈 等 量 关 系 判 断 )， 久 
Vs VEVe 六 《不 等 量 关系 判 断 )。， 收 YY 天 4 * 
(不 等 量 关系 判断 )。 


三 ) 假 言 推理 、 选 言 推理 、 联 言 推 理 


1. 假 言 推理 
假 言 推理 是 数学 推理 中 常用 的 一 种 形式 ， 包 括 充分 条 
件 假 言 推理 和 必要 条 件 假 言 推理 。 
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充分 条 件 假 言 推 理 的 推理 形式 是 : 若 p， 则 g， 今 p， 
BX 比如 前 面谈 到 的 同 底 等 高 的 方 锥 与 阳 马 的 体积 相等 的 
扒 理 文字 很 简 括 ， 其 完备 形式 是 : 若 两 立体 每 一 层 都 是 相 
等 的 方形 (p)， 则 其 体积 相等 (gq)， 今 方 锥 与 阳 马 每 一 层 
都 是 相等 的 方形 (p)， 故 方 锥 与 阳 马 体积 相等 (g)、 

充分 条 件 假 言 推理 中 ， 若 p， 则 g。 若 非 p»， 则 g 真 假 
不定。 刘 徽 对 此 有 深刻 的 认识 。 例 如 刘 微 在 记述 用 某 验 法 
推 证 阳 马 、 鉴 膜 体积 公式 时 指出 ， 将 一 立方 茜 分 割 为 三 个 
阳 与 ， 或 六 个 攻 须 。“ 观 其 割 分 ， 则 体 势 互通 ， 盖 易 了 也 ” 
伏 而 在 长 、 宽 、 高 不 等 的 情况 下 ，“ 警 硬 殊 形 ， 阳 马 异 体 。 
袋 阳 马 异 体 ， 则 不 可 纯 合 。 不 纯 合 ， 则 难为 之 侨 ”。 其 推理 
形式 是 : 兰 诸 立体 体 势 互通 (p)， 则 其 体积 相等 (g)。 今 
详 立 体 体 势 不 互通 ( 非 如， 故 难 为 之 侨 (g 真 假 不 定 )。 这 
年 刘 征 认识 到 基 验 法 不 是 真正 的 数学 证 明 的 逻辑 基础 。 

刘 微 在 有 的 地 方 还 使 用 了 假 言 连锁 推理 。 例 如 ， 刘 微 
企 完成 了 阳 马 和 攻 采 的 体积 公式 的 证 明之 后 说 : 不 有 鳌 须 
(P)， 无 以 审 阳 马 之 数 (gq)。 不 有 阳 马 (g)， 无 以 知 锥 亭 之 
类 (r)。 功 实 之 主 也 (s)。 其 结论 是 ， 浆 腓 (jp)， 功 实 之 主 
也 (3), 

2. 选 言 推理 

刘 徽 在 许多 地 方 使 用 了 选 言 推理 。 例 如 在 四 则 运算 中 ， 
根据 需要 ， 可 以 先 乘 后 除 ， 也 可 以 先 除 后 乘 ， 这 是 两 个 选 
言 文 。 刘 徽 在 商 功 章 负 士 术 注 中 指出 : “乘除 之 或 先后 ， 意 
各 有 所 在 而 同 归 耳 .” 在 卷 二 今 有 术 注 中 ， 刘 征 主 张 先 乘 后 
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际 ， 因 为 先 除 后 乘 ， 可 能 会 产生 分 数 。 这 是 一 个 选 言 推理 ， 
其 形式 为 : 或 先 乘 后 除 (zz) ， 或 先 除 后 乘 〈c)。 今 非 先 除 
后 乘 (g)， 故 先 乘 后 除 (p)。 

3. 联 言 推理 

联 言 推理 的 前 提 是 一 个 联 言 判 断 ， 其 结论 是 一 个 联 言 
文 。 刘 微 在 羡 除 术 注 中 用 截面 积 原理 推导 椭 方 锥 的 体积 时 
说 : “ 阳 马 之 基 两 狮 ， 某 底 方 。 当 其 方 也 ,不 问 旁 角 而 割 
之 ， 相 半 可 知 也 。……… 角 而 割 之 者 相 半 之 势 .” 这 是 一 个 分 
解 式 联 言 推理 ， 其 推理 形式 是 : 前 提 : 对 方 锥 平行 于 底 的 
币 面 ， 用 一 平面 切割 其 对 边 的 中 点 ， 则 将 其 体积 平分 (p)， 
用 一 平面 切割 其 对 角 ， 也 将 其 体积 平分 (gq)。 结 论 : 用 一 平 
面 切割 其 对 角 ， 将 其 体积 平分 (gq)。 由 此 证 明了 将 半 个 椭 方 
锥 角 而 割 之 得 到 的 大 警 且 ， 其 体积 是 椭 方 锥 的 一 半 ， 亦 即 
(2-3-14) 的 形式 。 


(四 ) 二 难 推理 


二 难 推理 是 将 假 言 推理 与 选 言 推理 结合 起 来 的 一 种 推 
理 ， 叉 称 为 假 言 选 言 推理 。 其 大 前 提 是 两 个 假 言 判断 ， 小 
表 握 是 选 言 判断 。 刘 徽 证 明 圆 田 又 术 〈2-3-7) 不 准确 时 说 : 

六 其 之 周 ， 其 于 圆 径 ， 三 与 一 也 。 故 六 逢 之 周 自 相 乘 
笑 ， 和 在 圆 径 目 乘 者 九 方 ， 九 方 凡 为 十 二 艇 者 十 有 二 ， 故 日 
十 二 而 一 ， 即 十 二 其 之 医 也 。 今 此 令 周 自 乘 ， 非 但 若 为 贺 
径 目 彝 者 九 方 而 已 。 然 则 十 二 而 一 ， 所 得 又 非 十 二 航 之 类 
也 。 老 欲 以 为 圆 医 ， 失 之 于 多 人 锋 。 
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它 有 两 个 假 言 前 提 : 一 个 是 ; 厂 以 圆 内 接 正六 边 形 的 周 长 作 
为 圆周 长 自 乘 ， 其 十 二 分 之 一 ， 是 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 
(2)， 小 于 圆 面积 〈”;， 另 一 个 是 : 车 令 圆 周 自 乘 ， 其 十 二 分 
之 一 (9)， 则 大 于 圆 面积 〈s) 。 还 有 一 个 选 言 前 提 : 或 者 以 
正六 边 形 周 长 自 乘 ， 十 二 而 一 ， 或 者 以 圆周 长 自 乘 ， “一 而 
一 (或 p 或 q)。 结论 是 : 或 失 之 于 少 ， 或 失 之 于 多 (或 了 或 
5 ， 痢 证 明了 《 九 章 算术 》 的 公式 (2-3-7) 不 准确 


(五 ) 数学 归纳 法 的 雏形 


效 学 归纳 法 是 演绎 推理 的 一 种 。《 九 章 算 术 》 与 刘 徽 的 许 
多 方法 都 是 递 推 。 刘 徽 的 割 圆 本 和 证 明 刘 徽 原理 的 方法 更 是 
无 限 递 推 。 无 限 递 推 是 数学 归纳 法 的 核心 。 还 以 后 者 为 例 。 


刘 微 先 通过 第 一 次 分 割 证 明了 在 整个 锤 堵 的 了 中 阳 马 与 
警 腊 的 体积 之 比 为 2 : 1， 而 在 其 子 中 尚未 知 ， 这 相当 于 在 


"二 1 时 候 ， 刘 徽 原理 在 到 墙 的 中 成 立 。 刘 微 认为 第 一 次 分 


割 可 以 无 限 递 推 :“ 秆 余 广 、 交 、 高 之 数 各 半 之 ， 则 四 分 之 三 
义 可 知 也 。” 然 后 刘 徽 说 ，“ 按 余数 具 而 可 知 者 有 一 、 一 分 
之 别 ， 即 一 、 二 之 为 率 定 侨 。.” 这 相当 于 车 n= 二 k 时 ， 刘 徽 原 


理 在 轿 堵 的 4F7X 妆 中 成 立 ， 则 刘 徽 原理 在 经 堵 的 二 x 孔 中 


成 立 。 刘 微 无 法 严格 地 表达 出 数学 归纳 法 ,但 是 他 用 “ 情 
推 ” 明 确 阐 发 了 无 限 递 推 的 思想 ， 所 谓 “ 数 而 求 穷 之 者 ， 
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谓 以 情 推 ， 不 用 筹 算 ”， 这 正 是 数学 归纳 法 的 基本 要 素 。 
总 之 ， 演 绎 推理 的 几 种 最 主要 的 形式 ， 刘 徽 都 使 用 了 。 

这 不 仅 在 数学 著作 中 是 空前 的 ， 而 且 在 严谨 和 抽象 程度 上 ， 

与 中 国 古 代 其 他 思想 家 比较 起 来 ， 可 以 说 没有 居 其 右 者 


三 ”数学 证 明 


刘 微 的 许多 推理 ， 由 于 其 前 提 都 是 已 知 其 正确 性 的 公 
理 或 已 经 证 明 过 的 命题 ， 并 且 都 是 演绎 推理 ， 因 而 都 是 数 
学 证 明 。 数 学 证 明 根 据 其 思路 的 方向 的 不 同 ， 或 者 从 子 到 
求 ， 或 者 从 求 到 予 ， 通 常 分 为 分 析 法 和 综合 法 两 种 。 

(一 ) 综合 法 

综合 法 是 根据 已 知 条 件 和 已 有 的 数学 知识 ， 通 过 推理 ， 
最 终 引 导 到 论题 。 在 对 《 九 章 算术 》 圆 面积 公式 (2-3-4) 的 
证 明 中 ， 刘 徽 首 先 证 明了 (3-5-2)， 接 着 又 证 明了 (3-5-4)。 
最 后 将 与 圆周 合体 的 正 无 穷 多 边 形 进行 无 穷 小 分 割 求 其 和 ， 
从 而 完成 了 证 明 。 这 是 典型 的 综合 法 证 明 。 

(二 ) 分 析 法 与 综合 法 相 结 合 

分 析 法 是 从 论题 回溯 论据 的 过 程 。 对 非常 复杂 的 证 明 ， 
刘 微 往往 采取 综合 法 和 分 析 法 相 结 合 的 方式 .。 比如 为 了 证 
明 《 九 音 算 术 》 的 遇 采 与 阳 马 体积 公式 ， 必须 证 明 刘 徽 原 
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奸 。 这 征 从 论题 回溯 论据 的 分 析 法 。 在 证 明 刘 征 原 理 时 ， 
刘 徽 首 先 对 由 阳 马 和 警 须 合成 的 每 堵 进 行 第 一 次 分 割 ， 证 


明 刘 徽 原理 在 筷 堵 的 寺中 成 立 。 这 是 综合 法 。 接 着 ， 刘 徽 认 


为 ， 如 果 能 证 明 在 竹 堵 剩余 的 了 中 刘 徽 原理 成 立 ， 则 就 在 整 
个 牌 墙 中 证 明了 刘 徽 原理 。 这 又 是 分 析 法 。 随 后 ， 刘 徽 用 
无 穷 小 分 割 方法 和 极限 思想 证 明了 这 一 点 。 这 又 是 综合 法 。 
总 之 ， 整 个 证 明 过 程 可 以 表示 为 : 


分 析 法 [4 中 成 立 
阳 蕊 与 刺 腰 体积 公式 < 刘 徽 原理 


分 析 法 综合 法 
| < 一 二 中 成 立 一 > im 二 一 0 


可 见 这 个 证 明 是 以 从 求 到 予 的 分 析 法 为 主 ， 穿 插 以 从 
予 到 求 的 综合 法 。 这 种 分 析 法 与 综合 法 相 结合 的 证 明 方式 
对 难度 较 大 的 复杂 证 明 ， 常 常 可 以 起 到 画龙点睛 的 作用 ， 
使 整个 证 明 思 路 清晰 ， 文 字 不 元 长 ， 不 枯燥 ， 又 使 读者 容 
易 抓 住 证 明 过 程 的 关键 所 在 。 


(三 ) 刘 币 的 反 驱 


反 慌 是 证 明 的 一 种 。 反 驶 主要 运用 矛盾 律 。 如 对 《 九 
章 算 术 》 弧 田 术 的 反驳 ， 弧 田 术 是 一 个 全 称 判 断 。 刘 徽 举 
出 半圆 这 种 弧 田 ， 证 明 由 弧 田 术 算 出 的 半圆 面积 小 于 半圆 。 
这 和 /上 述 判断 的 一 个 矛盾 判断 ， 由 后 者 为 真 ， 证 明了 前 者 
为 假 ， 符 合 矛盾 律 。 
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刘 徽 对 《 九 章 算 术 》 开 立 圆 术 的 反驳 也 应 用 了 矛盾 律 。 
刘 徽 设计 了 人 牟 合 方 盖 ， 指 出 球 与 外 切 牟 合 方 盖 的 体积 之 比 
为 x : 4， 这 是 一 个 真 命题 ， 因 而 与 之 矛盾 的 命题 “ 球 与 贺 
柱 的 体积 之 比 为 x : 4” 不 可 能 为 真 ， 必 为 假 。 于 是 《九重 
算术 》 开 立 圆 术 不 正确 。 


四 ” 刘 徽 的 数学 理论 体系 


尘 术 界 有 一 个 耳熟能详 的 提 法 ， 说 《 九 章 算术 》 建 立 
了 中 国 古代 的 数学 体系 。 这 种 提 法 似是而非 。 一 个 数学 体 
系 应 该 包含 概念 ， 由 这 些 概 念 联结 起 来 的 命题 ， 以 及 使 用 
演绎 逻辑 方法 对 这 些 命题 的 论证 。 而 《 九 章 算 术 》 只 有 概 
仿 和 命题 ， 没 有 留 下 人 逻辑 论证 ; 当时 实际 上 存在 的 茶 些 推 
导 和 论证 ， 是 以 归纳 逻辑 为 主 的 。 因 此 , 《 九 章 算 术 》 并 没 
有 建立 中 国 古代 数学 的 体系 ， 只 是 构筑 了 中 国 传统 数学 的 
基本 框架 。 在 这 个 框架 中 ， 各 章 的 方法 之 间 ， 甚 至 同一 草 
不 同方 法 之 间 ， 除 了 均 输 术 是 训 分 术 的 子 术 之 外 ， 几 乎 看 
不 出 它们 的 逻辑 关系 。 

刘 微 以 演绎 逻辑 为 主要 方法 全 面 证 明了 《 九 章 算 术 》 
的 公式 、 解 法 ， 因 此 ， 到 刘 徽 完成 《 九 章 算术 注 》》 中 国 传 
统 数学 才 形成 了 数学 理论 体系 。 人 逻辑 方法 的 改变 ， 必 然 瑟 
致 一 个 学 科 内 部 结构 的 相应 改变 。 事 实 上 ， 刘 徽 的 数 生理 
沦 休 系 不 是 《 九 章 算 术 》 数 学 框架 的 简单 继承 和 补充 ， 也 
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不 仅 是 为 这 个 框架 注 和 人 了 血肉 和 灵魂 ， 而 且 包 括 了 对 这 个 
从 以 的 根本 改造 。 有 的 著述 将 《 九 章 算术 》 和 刘 徽 的 数学 
体系 混为一谈 ， 也 是 不 恰当 的 。 

近代 人 们 常 把 数学 形象 地 画作 一 株 大 树 ， 通 常 是 一 株 
大 栎 树 。 实 际 上 ， 早 在 1700 多 年 前 ， 刘 徽 就 提出 了 数学 之 
树 的 思想 。 他 说 .: 

事 类 相 推 ， 各 有 做 归 ， 故 枝条 虽 分 而 同 本 知 ， 发 其 一 
端 而 已 。 又 所 析 理 以 辞 ， 解 体 用 图 ， 底 亦 约 而 能 周 ， 通 而 
不 睹 ， 览 之 者 思 过 半 矣 。 

刘 徽 的 数学 之 树 “ 发 其 一 端 >，“ 端 ” 实际 上 就 是 数学 之 机 
的 根 。 这 个 “ 端 ” 是 什么 呢 ? 刘 徽 说; 

时 日 九 数 ， 其 能 穷 纤 入 微 ， 探 测 无 方 。 至 于 以 法 相传 ， 
亦 犹 规矩 度量 可 得 而 共 ， 非 特 难为 也 。 

规 算 代 指 几何 图 形 ， 即 我 们 通常 所 说 的 空间 形式 ， 度 
量 代 指数 量 关 系 。 因 此 ， 规 矩 、 度 量 可 以 看 成 刘 徽 数 学 之 
树 的 根 ， 数 学 方法 由 之 产生 出 来 。 志 代 相 传 的 数学 方法 应 
当 是 客观 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 的 统一 。 刘 徽 的 话 很 
形象 地 概括 了 中 国 传统 数学 中 数 与 形 相 结合 ， 几 何 问题 与 
算术 、 代 数 问题 相 统 一 这 个 重要 特点 。 根 据 刘 微 的 《 九 音 
算术 注 序 》 及 其 为 九 章 写 的 注 中 形 诸 文 字 者 ， 我 们 大 体 可 
以 将 刘 徽 的 数学 之 树 的 面貌 勾勒 于 下 : 

数学 之 树 从 规矩 、 度 量 这 两 条 根 生长 出 来 ， 统 一 于 数 ， 
形成 以 率 为 岗 纪 的 数学 运算 这 一 本 干 。 刘 徽 以 《 九 童 算术 》 
的 长 方形 面积 公式 、 长 方 体 体 积 公式 〈 可 视 为 定义 ) 及 他 
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自己 提出 的 率 和 正 负数 的 定义 为 前 提 ， 以 今 有 术 为 都 术 ， 
以 衰 分 问题 、 均 输 问题 、 树 不 足 问 题 、 开 方 问题 、 方 程 问 
题 、 面 积 问题 、 体 积 问 题 、 勾 股 测 望 问题 等 作为 主要 枝条 。 
又 分 出 经 率 术 ， 其 率 术 和 返 其 率 术 ， 训 分 术 和 返 衰 术 ， 重 
今 有 术 ， 均 输 术 ， 瑶 不 足 术 和 两 一 两 不 足 术 、 和 到 适 足 不 足 
适 足 术 ， 多 边 形 面积 ， 圆 田 术 、 圆 周 率 和 曲 边 形 面积 ， 刘 
徽 原理 和 多 面体 体积 公式 ， 截 面积 原理 和 圆 体 体积 公式 ， 
匆 股 术 和 解 勾 股 形 诸 术 ， 勾 股 容 方 和 勾 股 容 圆 术 ， 一 次 测 
望 问题 和 重 差 问题 ， 开 方术 和 开 立 方术 ， 正 负 术 ,方程 术 
和 损益 术 、 方 程 新 术 ， 不 定 方程 等 方法 作为 更 细 的 枝条 ， 
形成 了 一 株 枝 叶 繁 茂 、 硕 果 累 累 的 大 树 ， 形 成 了 一 个 完整 
的 数学 体系 。 如 图 3-5-19 所 示 。 

在 这 个 体系 中 ， 刘 徽 主要 是 使 用 演绎 逻辑 ， 从 而 将 数 
举 知 识 建 立 在 必然 性 的 基础 之 上 。 在 这 里 ， 数 学 概念 和 各 
个 公式 、 解 法 不 再 是 简单 的 堆砌 ， 而 是 以 演绎 推理 和 数学 
证 明 为 纽带 ， 按 照 数 学 内 部 的 实际 联系 和 转化 关系 ， 形 成 
了 有 机 的 知识 体系 。 

这 个 体系 “ 约 而 能 周 ， 通 而 不 黑 >， 全 面 反映 了 当时 中 
国人 所 掌握 的 数学 知识 ， 略 知 《 九 章 算 术 》 的 人 即 可 看 出 
九 音 的 分 布 。 而 刘 徽 数学 理论 体系 不 是 《 九 章 算 术 》 框 染 
的 添补 ， 而 是 对 《 九 章 算术 》 的 改造 。 

需要 指出 的 是 ， 说 刘 微 对 《 九 童 算术 》 框 架 的 改造 ， 
不 是 说 在 形式 上 ， 而 是 在 实际 上 ， 在 刘 征 的 头脑 中 。 在 形 
式 上 ， 刘 徽 没 有 改变 《 九 章 算 术 》 的 术 文 和 题目 的 顺 厅 。 
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图 3-5-19 刘 徽 的 数学 之 树 
在 这 种 情况 下 ， 刘 徽 《 九 章 算术 注 》 中 没有 任何 循环 推理 ， 
说 明 刘 徽 逻 辑 水 平 之 高 超 。 在 文献 注疏 中 以 互 训 为 重要 方 
法 的 中 国 古 代 ， 这 更 是 难能可贵 的 。 可 以 说 ， 刘 徽 的 《 九 
章 算 术 注 》 在 内 容 上 是 革命 的 ， 而 在 形式 上 是 保守 的 。 然 
而 ， 正 是 这 种 保守 的 形式 ， 而 不 是 撰 著 一 部 和 目 成 系统 的 高 
深 著作 ， 使 刘 徽 的 数学 创造 避免 了 《组 术 》 的 厄运 。 
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第 四 章 
中 国 传统 数学 的 高 潮 
一 一 唐 中 叶 至 元 中 叶 的 数学 


第 一 说 。 唐 中 叶 至 元 中 叶 数 学 概论 


一 “传统 数学 的 高 潮 与 唐 中 叶 开始 的 社会 变 
(一 ) 唐 中 叶 至 元 中 时 数学 概况 


宋 元 时 期 中 国 传统 数学 达到 第 三 个 高 峰 ， 和 学术 界 通 季 
称 为 宋 元 数学 高 测 。 

唐 中 叶 至 北宋 初 年 ， 由 于 农业 生产 工具 的 改进 ， 提 高 
了 农产品 的 产量 ， 为 手工 业 的 发 展开 辟 了 站 路 ， 并 促进 了 
品 经 济 的 发 展 ， 促 使 中 国 社 会 发 生 了 在 干 变 单 。 国 家 承 
认 土 地 的 自由 买卖 ,地 主 主要 以 购买 方式 扩大 对 土地 的 占 
有 ， 土 地 的 商品 化 取代 了 土地 国有 制 。 同 时 ， 魏 普 以 来 的 
门阀 世族 及 其 部 曲 个 客 制度 已 经 完全 瓦解 ， 宋 朝 的 官 父 地 
主 以 品级 高 低 而 不 是 以 门阀 决定 其 社会 地 位 。 地 主 阶 级 的 
剥削 方式 变 成 以 出 租 土 地 收取 实物 地 租 为 主 。 部 曲 个 客 制 
被 租 个 制 代替 ,个 农 编 人 国家 户籍 ， 有 和 较 大 的 人 和 喘 日 由 ， 
生产 积极 性 大 为 提高 。 社 会 的 变革 及 农业 、 手 工业 、 商 业 
的 繁荣 推动 了 数学 和 科学 技术 的 发 展 。 指 南 针 用 于 航海 ， 
火药 用 于 军事 ， 印 刷 术 用 于 印刷 文史 和 数学 经 典 著 作 ， 都 
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始 于 五 代 和 北宋 ， 造 纸 技术 也 有 长 足 进 步 。 元 丰 七 年 
(1084 年 ) 北宋 秘书 省 刊刻 了 《 九 章 算术 》 等 汉 唐 算 经 ， 这 
是 世界 上 首次 印刷 数学 著作 。 印 刷 和 造纸 对 数学 和 科学 拉 
术 发 展 的 作用 是 不 可 佑 量 的 。 

唐 中 叶 之 后 ， 儒 家 的 统治 地 位 遭 到 极 大 削弱 。 两 宋 期 
间 ， 癸 家 虽 居 于 统治 地 位 ， 产 生 了 程 朱 理学 ， 又 称 为 扎 学 。 
但 道学 的 代表 人 物 的 思想 主张 并 不 一 致 ， 经 常 互 相 争 辩 ， 
而 且 还 没有 占据 思想 界 的 统治 地 位 。 北 方 知识 分 于 往往 定 
既 佩服 宋 侍 ， 同 时 也 提出 不 少 独立 见解 ， 反 映 了 金 元 知识 
分 子 的 主流 思潮 。 

战乱 给 道家 和 道教 的 发 展 、 传 播 提供 了 土壤 。 一 些 道 
教徒 热衷 于 数学 、 自 然 科 学 和 技术 的 研究 。 战 乱 使 一 些 知 
识 分 子 常 常 以 道观 作为 避 乱 、 逃 世 的 场所 ， 他 们 的 思想 不 
可 避免 地 会 受到 道家 和 道教 影 啊 。 

总 的 说 来 ， 宋 元 时 期 思想 界 还 相对 宽松 。 而 思想 界 贸 
松 ， 数 学 家 有 自由 想象 的 空间 ， 能 够 充分 发 挥 自主 思考， 
是 数学 发 展 的 必要 条 件 。 

社会 需要 是 数学 发 展 的 强大 动力 。 李 冶 《 益 古 演 段 
自序 》 云 :，“ 术 数 虽 居 六 艺 之 末 ， 而 施 之 人 事 ， 则 最 为 切 
务 .” 秦 轧 韶 尽管 男 于 传统 思想 ，《 数 书 九 章 。 序 》 将 数学 
的 作用 概括 为 “大 则 可 以 通 神明 ， 顺 性 命 ; 小 则 可 以 经 世 
务 ， 类 万 物 ”， 但 他 坦诚 地 说 : 对 所 谓 大 者 ，“ 固 肤 末 于 
见 >”， 而 致力 于 小 者 , “ 窃 尝 设 为 问答 以 拟 于 用 ”。《 数 书 九 
章 。 序 》 中 的 9 段 系 文 形象 地 论述 了 数学 在 天 文 、 历 法 、 十 
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要 量 、 田 亩 面积 、 目 的 物 的 高 深 广远 、 赋 税 、 财 政 、 十 未 
工 往 和 和 建筑、 军旅 、 海 内 外 贸易 等 方面 的 应 用 ， 几 乎 名 托 
了 数学 应 用 的 所 有 方面 。 同 时 ， 数 学 识 对 维护 社会 正义 
也 有 和 极 大 的 作用 ， 是 反对 官府 和 豪强 地 主 横 征 暴 傅 的 用 
工具 。 

北宋 的 统治 者 比较 重视 学 ， 刊 刻 算 经 (图 4-1-1)， 设 
闻 馆 ， 甚 至 在 大 观 三 年 (1109) 颁布 “ 算 学 祀 典 *"， 给 五 
代 前 66 位 数学 家 、 历 学 家 加 封 五 等 和 历 ， 陪 祀 孔子 。 可 以 
砚 ， 清 康 四 之 前 ， 没 有 任何 一 个 王朝 如 此 重视 学 。 同 时 ， 
少数 民族 政权 也 重视 数学 。 


下 
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图 4-1-1 宋 刻 算 经 六 种 


在 这 种 社会 背景 下 ， 中 国 的 筹 算数 学 在 宋 元 达 到 了 最 
高 峰 ， 出 现 几 个 明显 的 数学 研究 中 心 。 北 宋 11 世纪 上 半 叶 
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在 滞 京 〈 今 开封 ) 有 一 个 以 楚 衍 、 贾 宪 为 代表 的 数学 中 心 ， 
在 开 方术 的 改进 、 算 法 的 抽象 化 等 方面 有 重大 页 献 。13 世 
纪 下 半 叶 更 同时 出 现 了 南北 两 个 数学 中 心 。 一 个 是 长 江 下 
游 以 秦 九 韶 、 杨 辉 为 代表 ， 发 展 了 高 次 方程 数值 解法 、 同 
余 方 程 组 解法 、 志 积 术 ， 以 及 乘除 捷 算 法 ， 等 等 。 一 个 
是 太行 山 两 侧 ， 发 展 了 勾 股 容 圆 ， 以 及 以 天 元 术 、 二 元 
术 、 三 元 术 等 为 主 地 列 出 并 求解 高 次 方程 和 多 元 高 次 方 
程 组 的 方法 。 元 统一 中 国之 后 ， 朱 世 杰 综合 两 个 中 心 的 
长 处 ， 创 造 四 元 术 ， 将 吉 积 术 和 招 差 术 发 展 到 相当 系统 、 
完备 的 程度 ， 在 改进 筹 算 乘 除 捷 算法 方面 也 有 杰出 的 
献 


al 


当时 出 现 了 一 系列 欧洲 近代 才 达 到 的 重大 成 果 。 如 最 
六 在 13 世纪 有 了 完整 的 十 进 小 数 记 法 ， 而 欧洲 在 1585 年 斯 
台 文 (Simon Stevin) 才 在 运算 中 使 用 小 数 ， 其 记 法 还 十 分 
不 方便 ; 机 宪 创 造 的 贾 宪 三 角 ， 西 方 称 为 帕斯卡 三 角 《Pas- 
cal) ， 晚 出 五 六 百年 ; 贾 宪 的 增 乘 开 方法 ， 欧 洲 19 世纪 和 初 
鲁 菲 尼 (P. Ruffini?，1804)、 霍 纳 (W.G. Horner，1819) 
才 有 同类 的 成 果 ; 秦 九 韶 总 结 的 大 衍 总 数 术 即 一 次 同 余 方 
程 组 解法 ， 近代 数学 大 师 欧 拉 〈L. Euler，1707 一 1873)、 高 
斯 才 达 到 其 水 平 ， 朱 世 杰 的 四 元 术 即 多 元 高 次 方程 组 解法 ， 
别 朱 (E. Bézout，1775) 才 有 同类 的 方法 ; 朱 世 杰 的 高 次 
招 差 法 公式 ， 欧 洲 格 利 高 里 (J. Gregory，1670)、 牛顿 
(I. Newton，1676) 才 得 到 。 这 些 高 深 的 方法 都 超前 世界 数 
学 的 先进 水 平 。 
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(二 ) 宋 元 数 学 的 特点 


宋 元 时 期 的 数学 发 展 有 一 些 与 过 去 不 同 的 特点 ， 

自 先 是 追求 简捷 运算 并 出 现 算 法 歌诀 。 自 唐 中 叶 起 ， 

运 应 商业 繁荣 ， 需 要 计算 得 快 的 要 求 ， 入 们 创造 各 种 乘除 
捷 算 法 ， 并 编 成 口 雇 ， 更 加 便于 传颂 记忆 、 来 除 捷 算 法 和 
歌诀 的 改进 、 简 化 ， 导 臻 最 迟 在 南宋 发 明了 珠算 盘 。 

其 次 ， 开 展 专题 研究 ， 出 现 以 某 一 课题 为 研究 对 象 的 
专门 性 著作 。 比 如 元 李 冶 根据 “ 洞 渊 九 容 ”演绎 成 《 测 圆 
海 错 》， 是 一 部 讨论 匀 股 容 圆 的 专题 著作 ;南宋 杨辉 的 《 乘 
除 通 变 本 未 》 是 专门 研究 乘除 捷 算 法 的 著作 ， 等 等 . 

第 三 ， 对 开 方 术 的 研究 受到 空前 重视 。 贾 宪 创 造 增 乘 
开 方 法 ， 刘 益 重 新 引入 负 系 数 方程 ， 秦 九 韶 、 李 治 、 朱 世 
信 将 以 增 乘 开 方 法 为 主导 开 方 术 发 展 为 求 高 次 方程 正 根 的 
完备 方法 。 同 时 创造 设 未 知 数列 方程 的 方法 ， 这 就 是 天 元 
术 。 后 来 又 发 展 为 二 元 术 、 三 元 术 和 四 元 术 ， 即 多 元 高 次 
方程 组 解法 。 

第 四 ， 出 现 纯 数学 研究 的 著作 。 比 如 李 冶 的 《 测 圆 海 
筑 》， 围 绕 着 一 个 圆 和 十 五 个 勾 股 形 的 关系 ， 展 开 了 170 个 
问题 ， 就 是 一 部 纯 数学 著作 。 

第 五 ， 特 别 重视 有 关 军 事 的 数学 问题 。《 数 书 九 章 》 特 
必 备 旅 关 ， 用 到 勾 股 、 重 差 、 开 方 等 比较 高 深 的 方法 。 

第 六 ， 探 讨 数学 与 道 的 关系 。 秦 九 韶 说 : “ 数 与 道 非 二 
本 “， 愿 将 自己 的 数学 知识 “ 进 之 于 道 >。 李 冶 在 《 测 圆 海 
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侥 序 》 中 谈 到 自己 研究 数学 不 被 人 们 理解 时 感慨 地 说 ， “由 
扩 兼 于 事 者 言 之 ， 夷 之 礼 ， 区 之 乐 ， 亦 不 免 为 一 技 ， 由 技 
进 乎 道 者 言 之 ,， 石 之 斤 ， 扁 之 轮 ， 非 圣人 之 所 与 平 ?” 

肿 七 ， 完 整 的 数学 教学 计划 的 制订 。 南 宋 杨辉 在 《 乘 
除 通 变 本 末 》 卷 上 之 首 在 中 国 数学 史上 第 一 次 提出 了 教学 
计划 一 一 “ 习 算 纲目 ”， 包 括 了 学 习 的 内 容 、 方 法 和 时 间 安 
排 , 是 一 个 从 九 九 表 开始 ， 到 《 九 章 算 术 》 中 各 种 数学 方 
法 的 完备 的 教学 计划 。 


一 ” 找 本 《夏侯 阳 算 经 》 


传 本 《 夏 伐 阳 算 经 》 三 卷 ， 
其 中 含有 唐 中 期 的 若干 史料 ， 
非 复原 本 ， 见 图 4-1-2。 传 本 的 
成 书 年 代 当 在 8 世纪 80 年 代 ， 
作者 可 能 是 一 位 长 期 从 事 会 计 
的 人 ， 结 合 当时 的 实际 计算 问 
题 ， 征 引 前 贤 之 作 ，“ 繁 定 研 
精 ， 刊 繁 就 省 ”， 完 成 此 作 。 

在 数学 内 容 上 ， 该 书 值得 
重视 之 处 是 十 进 小 数 的 使 用 和 


图 4-1-2 《 夏 候 阳 算 经 》 


筹 算 乘除 法 的 简化 。 书 影 ( 没 古 阁 本 ) 
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三 ” 贾 宪 和 《黄帝 九 章 算 经 细 草 》 


(一 ) 贾 宪 及 其 《 黄 禹 九 章 算 经 细 草 》 


机 宪 的 生平 、 籍 贯 不 详 ， | 144 ] 
| 本 葵 有 名 | 各 | 昔 | ] 
号 省 考 和 鲁 入 ‘ 
师 从 著名 数学 家 、 天 文学 家 楚 。 | 雪人 及 多 二 站 台 避 -十 归 
本 及 得 , 股 一 : 
全。 他 车 有 《黄帝 九 章 算 经 细 | 多 和 二， 昌 吏 这 
| 过 :十 | : 壤 至 
草 )》 九 卷 和 《算法 数 古 集 》 二 | 长 玉 罚 归 a 
aE i 
卷 。 前 者 因 被 作为 杨辉 《详解 E 4 和 > 站- 十 全 时 : 
| | 二 | 本 | 于 | 吐 
九 章 算 法 》 的 底 本 而 尚 存 约 三 |2 到 [pe 
分 之 二 (图 4-1-3),， 后 者 已 失 EF EE 
相 ， 二 十 
传 。《 黄 帝 九 章 算 经 细 草 》 大 约 | 票友 | [县 攻 雪上 去 去 
惫 除 ! 久 等 与 等 与 
成 书 11 世纪 30 年代 初 之 前 。 “用 
一 \ S 图 4-1-3 贡 完 《黄帝 九 章 算 
村 宪 对 宋 元 数 学 的 发 展 有 影 经 细 草 》 书 影 


响 极 大 。 宋 元 数学 的 主要 成 就 ， 除 了 大 衍 总 数 术 外 ， 现 存 
的 《黄帝 九 章 算 经 细 草 》 中 都 有 其 滥 筋 。 横 宪 是 宋 元 数学 
高 潮 的 主要 推动 者 。 

(二 ) 《黄帝 九 章 算 经 细 草 》 的 数学 成 就 和 数学 思想 


《黄帝 九 章 算 经 细 草 》 的 数学 成 就 主要 有 : 
(1) 提出 立成 释 锁 法 。 这 是 在 传统 开 方 术 基 础 上 总 结 
出 来 的 。 它 的 重要 意义 是 将 开 方术 推广 到 任意 高 次 方 。 
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(2) 创造 “ 开 方 作法 本 源 ” 即 机 宪 三 角 ， 作 为 立成 释 
锁 法 的 立成 。 他 提出 增 乘 方 造 表 法 ， 可 以 得 出 任意 次 方 的 
展开 式 的 系数 。 

(3) 创造 增 乘 开 方法 。 这 是 一 种 程序 化 、 机 械 化 更 强 
的 开 方 法 ， 可 以 推广 到 开 任 意 高 次 方 。 

追求 数学 方法 更 强 的 程序 化 、 机 械 化 ， 有 更 高 的 抽象 
性 ， 是 机 宪 数 学 思想 的 重要 方面 。 对 《 九 章 算 术 》 细 至 性 
的 术 文 大 都 按 类 进行 了 抽象 。 比 如 对 方程 术 ， 贰 宪 给 出 : 

术 日 : 排列 逐 项 问 数 ， 命 首位 物 多 者 为 主 ， 以 邻 行 数 
增 乘 求 等 数 。 余 物 与 价 亦 例 乘 之 ， 以 原 多 物 对 减 。 其 余 次 
第 增 减 ， 价 可 为 实 ， 物 可 为 法 而 止 ， 以 法 除 之 。 

对 刘 币 创造 的 互 乘 相 消 法 ， 贾 宪 也 提出 了 抽象 性 术 文 : 

术 日 : 以 所 求 率 互 乘 邻 行 ， 齐 所 求 之 率 ， 以 少 减 多 ， 
再 求 减损 。 钱 为 实 ， 物 为 法 ， 实 如 法 而 一 。 
此 处 所 求 率 即 是 未 知 数 系数 ， 贾 宪 将 它们 称 为 所 求 率 ， 反 
上 映 了 方程 的 本 质 。 总 之 ， 贾 宪 在 《 九 章 算 术 》 和 刘 徽 之 后 ， 
将 中 国 传统 数学 的 程序 化 抽象 化 推进 到 一 个 新 的 阶段 。 


四 ” 刘 益 和 《 议 古 根源》 


刘 益 ， 北 宋 数 学 家 ， 生 平 不 详 。 著 《 议 古 根源 》。 南宋 
杨辉 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 上 说 “中 山 刘 先生 益 《 议 
古 根源 》 序 日 “入 则 诸 门 ， 出 则 下 田 ””。 
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《 坟 古 根源 》 已 失传 ， 杨 辉 在 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 有 
三 处 谈 到 《 议 古 根源 》， 说 有 100 或 200 个 问题 ， 并 在 《了 田 
亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 下 引用 了 其 中 30 余 个 。 刘 益 求解 二 次 
项 系数 或 一 次 项 系数 为 负 的 方程 ， 创 造 了 “ 益 积 术 ” 和 
“ 减 从 术 ” 两 种 开 方法 ， 是 现存 中 国 数学 史上 最 早 求解 含有 
负 系 数 方程 的 著作 ， 杨 辉 说 它 “ 实 冠 前 古 ”， 


五 ” 秉 九 韶 和 《 数 书 九 章 》 


(一 ) 秦 九 部 


友 九 韶 〈1208 一 约 1261) ， 字 道 古 ， 自 称 鲁 和 郡 “〈 今 山东 
省 曲 时 一 带 ) 人 ， 生 于 普 州 安 岳 〈 今 四 川 省 )， 著 《 数 书 九 
章 》， 是 宋 元 数 学 高 潮 的 代表 人 物 之 一 。 青 年 时 他 随 父 到 杭 
州 ，“ 访 习 于 太史 ， 又 答 从 隐 君 子 受 数学 ”， 学 习 各 种 技术 
和 数学 问题 ， 时 人 称 他 “性 极 机 巧 ”，“ 星 象 、 音 律 、 算 术 
以 至 营造 之 事 ， 无 不 精 究 ”，“ 游 戏 、 球 、 马 、 号 、 剑 ， 莫 
不 能 知 ”。1229 年 秦 九 韶 任 都 县 县 尉 ， 负 责 治 安 。1233 年 从 
事 校 正 秘 阁 的 图 书 。 后 来 先后 任 项 州 通 判 〈 州 的 副 长 官 )、 
和 州 太 守 。1244 年 出 任 建 康 府 “〈 今 南京 ) 通 判 。 同 年 丁 母 
忧 解 官 离 任 ， 回 湖州 守 孝 。 他 将 历年 收集 到 的 人 们 生产 、 生 
活 中 的 数学 问题 ， 分 为 九 类 ， 于 1247 年 完成 《 数 书 九 章 》。 
他 主张 “ 数 术 之 传 ， 以 实 为 体 ”， 认 为 “ 数 与 道 非 二 本 ”， 愿 
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将 自己 的 数学 知识 “ 进 之 于 道 ”。 秦 九 部 关心 国计民生 ， 主 张 
施 “ 仁 政 ” 在 主 战 主 和 两 派 斗争 中 ， 秦 九 韶 属于 抗战 派 吴 潜 
的 营 人 垒 。1254 年 秦 九 韶 任 沿江 制 置 司 参议 ， 参 与 抗 稼 战争 的 
谋划 。1260 年 阴历 七 月 ， 贾 似 道 的 投降 派 击 败 吴 潜 ， 吴 潜 黑 
相 。 秦 九 韶 受 株连 ， 帘 于 梅州 ， 治 政 不 辍 ， 次 年 病逝 。 


(二 ) 《 数 书 九 章 》 


《 数 书 九 章 》， 十 八 卷 〈 一 作 九 卷 )， 本 名 《 数 术 》 又 称 
《 数 术 大 略 》 《数学 九 章 》。 秦 九 韶 在 做 地 方 官 和 参与 抗 脓 战争 
中 关注 其 中 的 数学 问题 ,“ 窃 尝 设 为 问答 以 拟 于 用 ， 积 多 而 情 
其 弃 ?， 因 取 81 题 ， 分 成 大 衍 、 天 时 、 田 域 、 测 望 、 赋 和 投 、 钱 
谷 、 营 建 、 军 旅 、 市 易 九 类 ， 每 类 9 题 ， 这 就 是 《 数 书 九 草 》。 

秦 九 韶 在 《 数 书 九 章 》 中 提出 大 衍 总 数 术 ， 系 统 解决 
了 一 次 同 余 方 程 组 解法 ， 现 代数 
学 大 师 欧 拉 、 高 斯 才 达 到 或 超 
过 他 的 水 平 ; 他 又 提出 正 负 开 
方术 ， 把 以 页 宪 创 造 的 增 乘 开 
方法 为 主导 的 求 高 次 方程 的 正 
根 的 方法 发 展 到 十 分 完备 的 程 
度 ，1427 年 阿拉 伯 地 区 的 阿尔 。 
卡 西 ， 欧 洲 在 19 世纪 才 创 造 这 
种 方法 ， 国 外 称 为 霍 纳 法 。 这 
此 外 ,，《 数 书 九 章 》 还 提出 与 海 (《 宜 稼 堂 从 书 》 本 ) 
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伦 公 式 等 价 的 三 斜 求 积 公式 ， 改 进 测 望 技术 ， 使 用 并 简化 
解 线性 方程 组 的 互 乘 相 消 法 等 。 另 外 ， 徐 九 韶 使 用 了 成 熟 
的 十 进 小 数 表 示 法 。 


六 ” 李 冶 和 《 测 圆 海 镜 》、《 益 古 演 段 》 


(一 ) 李 治 


李 冶 (1192~~1279)， 字 仁 卿 ， 号 敬 帝 ， 真 定 栾 城 ( 今 
河北 省 ) 人 ， 生 于 大 兴 ( 今 北京 市 )， 金 元 数学 家 、 历 史学 
家 。 其 父 为 官 清廉 正直 ， 李 冶 自 幼 天 资 明敏 ， 受 到 良好 教 
育 ， 爱 好 数学 ， 青 年 时 便 被 视 为 “经 为 通 儒 ， 文 为 名 家 ” 
的 者 名 学 者 。1230 年 中 辞 赋 科 进士 ， 权 钧 州 ( 今 河南 重 州 
市 ) 知事 。 他 为 官 廉洁 ， 一 丝 不 苟 。1232 年 蒙古 军 攻破 多 
州 ， 李 冶 微 服 北 渡 ， 隐 居于 今 山 西 省 ,栖身 道 观 ， 过 着 弦 馆 
不 继 、 饥 寒 几 至 不 能 自 存 、 人 所 不 堪 的 生活 ， 却 潜心 研究 
效 学 与 其 他 学 问 。 他 的 思想 深 受 老 庄 和 道教 的 影响 。 他 从 
扯 教 徒 那里 得 到 “ 洞 渊 九 容 *， 又 加 销 研 、 阐 发 ， 以 天 元 术 
为 主要 方法 ， 于 1248 年 著 《 测 圆 海 镜 》， 见 图 4-1-5。 

1251 年 ， 李 冶 结束 避难 生活 ， 到 元 氏 县 主持 封 龙山 书 
院 ， 从 事 授 徒 、 研 究 和 著述 工作 。1257 年 ， 李 治 接受 铁 必 
烈 吾 见 ， 提 出 一 些 开 明 的 政治 建议 。 忽 必 烈 想 委 以 清 要 官 
， 李 冶 以 老病 非 所 堪 ， 县 求 还 山 。1259 年 ， 李 冶 写 成 另 
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一 部 数学 《 益 古 演 段 》»，， 见 图 4-1-6。 


图 4-1-5 《 测 圆 海 镜 》 书 影 图 4-1-6 《 益 古 演 段 》 书 影 
1260 年 8 月 ， 忽 必 烈 聘 李 冶 为 翰林 学 士 、 同 修 国 史 。 
他 就 职 甫 一 年 ， 深 感 “翰林 视 草 ， 唯 天 子 命 之 ， 史 馆 秉 笔 ， 
以 宝 相 监 之 ”>，“ 非 作者 所 敢 自 专 而 非 非 是 是 也 ”， 又 辞职 归 
山 ， 继 续 他 的 “木石 与 居 ， 廉 鹿 与 游 ”的 田园 生活 。 
冶 还 苦 有 《 敬 遍 古今 诗 》40 卷 等 著作 。 他 不 为 教条 、 
员 和 权威 所 束缚 ， 敢 于 发 表 独 立 见 解 ， 对 历代 大 儒 备 町 、 
朱 喜 等 ， 在 表彰 他 们 精辟 见解 的 同时 ， 也 指出 他 们 的 失误 
或 不 足 。 他 为 人 处 世 积 极 向 上 ， 五 十 年 如 一 日 ，“ 手 不 停 
披 ， 口 不 绝 诵 ”。 许 多 人 看 到 他 研究 数学 的 艰苦 情形 ， 怜 屋 
他 ， 访 笑 他 ， 他 表示 “ 乃 车 吾 之 所 得 ， 则 自得 硕 耳 ， 宁 
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日 :“ 学 有 三 ， 积 之 之 多 不 在 取 之 之 精 ， 取 之 之 精 不 看 得 之 
之 深 。” 这 在 今天 也 不 失 为 贱 言 。 

李 冶 驳斥 了 那 种 视 数学 为 “ 九 九 贱 技 ”的 观点 ， 在 
《 益 古 演 段 自序 》 中 指出 数学 “ 虽 届 六 艺 之 来 ， 而 施 之 人 
事 ， 则 最 为 切 务 .。” 他 进而 提出 “ 技 兼 于 事 ”、“ 技 进 乎 道 ” 
的 思想 ， 批 驶 了 理学 家 的 观点 。 李 冶 针 对 许多 人 视 人 研究 数 
学 为 恨 途 ， 指 出 :“ 谓 数 为 难 穷 ， 斯 可 ; 谓 数 为 不 可 穷 ， 斯 
不 可 。” 对 数学 不 能 “以 力 强 穷 之 ”， 而 要 “ 推 目 然 之 理 ， 
以 明 自 然 之 数 ”， 则 什么 问题 都 可 以 解决 。 


(二 )《 测 圆 海 镜 》 


《 测 圆 海 镜 》 的 主要 内 容 是 研究 圆 与 之 相 切 的 各 种 勺 股 
形 的 关系 ， 集 金 元 之 前 中 国 勾 股 容 圆 知识 之 大 成 。 同 时 ， 
由 于 《 测 圆 海 镜 》 前 的 关于 天 元 术 的 著述 全 部 亡 佚 , 《 测 圆 
海 镜 》 也 成 为 关于 天 元 术 最 早 的 也 是 最 重要 的 第 一 手 资 料 。 

《 测 圆 海 镜 》 卷 一 之 首 为 “ 圆 城 图 式 ”， 绘 出 16 个 义 股 形 
与 同一 个 圆 的 各 种 相 切 关系 。 其 “识别 杂记 ”阐明 了 各 勺 股 
形 边 长 及 其 与 圆 径 的 关系 ， 包 含 了 全 书 解 题 所 需 的 基本 理论 。 

卷 二 到 十 二 为 170 个 问题 ， 都 是 已 知 某 些 勾 股 形 的 边 
长 ， 求 圆 径 。 每 题 含 提问 、 法 、 草 三 部 分 。 所 有 的 题目 都 
涉及 同一 个 圆 ， 因 而 其 提问 、 答 案 都 相同 。 法 说 明 求 解 该 
题 的 方程 的 系数 。 卷 二 前 10 问 的 “法 ”给 出 了 包括 《九重 
算术 》 勾 股 容 圆 公式 在 内 的 根据 勾 股 形 与 圆 的 10 种 相 切 天 
系 及 求 圆 直 径 的 公式 。 
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草 是 演 题 的 具体 过 程 。 上 自 卷 二 最 后 一 问 〈 第 14 问 ) 之 
后 所 有 问题 的 “和 草 ”， 李 治 都 是 利用 天 元 术 列 出 开 方 式 ， 即 
今 之 一 元 方程 。 天 元 术 的 产生 ， 标 志春 方程 理论 有 了 独立 
于 几何 的 倾 问 。 从 此 ， 方 程 便 可 用 符号 表示 ， 从 而 改变 了 
用 文字 描述 方程 的 旧 面 貌 。 但 它 仍 缺 少 运 算 和 从 号 ， 尤 其 是 
没有 等 号 。 这 样 的 代数 ， 可 称 为 半 符 号 代数 。 

《 测 圆 海 镜 》 表 明 ， 李 冶 已 经 营 握 了 天 元 云 的 加 减 滋 除 
四 则 运算 ， 以 及 分 式 运 算 。 上 此外， 在 《 测 圆 海 镜 》 中 ， 李 
冶 使 用 了 零 号 “@ 〇 ”、 负 号 和 一 套 相 当 人 简明 的 小 数 记 法 。 


(三 ) 《和 获 古 演 段 》 


《 益 古 演 段 》 三 卷 ，1259 年 元 代 李 冶 把 ， 主 要 是 根据 方 田 
与 圆 田 的 不 同 关 系列 出 一 元 一 次 或 二 次 方程 求解 。 它 是 在 北 来 
蒋 周 《 益 古 集 》 基 础 上 完成 的 。 全 书 64 问 。 每 一 问 都 有 “法 ”， 
所 有 的 “法 ”都 使 用 天 元 术 列 出 一 元 或 二 元 方程 。《 益 古 演 段 》 
在 24 处 引用 “ 旧 术 ”， 无 疑 是 《 益 古 集 》 原 有 的 方法 。 


七 ”杨辉 和 《详解 九 章 算法 》、《 杨 涟 算法 》 


(一 ) 杨辉 


杨辉 ， 字 谦 光 ， 钱 塘 ( 今 杭州 ) 人 ， 南 宋 数学 家 和 数 
学 教育 家 。 生 平 不 详 ， 时 人 评价 他 “以 廉 饰 己 ， 以 癸 饰 
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吏 ”， 可 见 为 政 清廉 ， 格 调 高 沪 。 

他 注意 收集 社会 生产 和 生活 中 的 数学 问题 ， 多 年 从 事 
数学 研究 和 教学 工作 ， 先 后 完成 数学 著作 5 种 21 逢 ， 即 
《详解 九 章 算法 》12 卷 (1261), 《日 用 算法 》2 卷 (1262)， 
《乘除 通 变 本 末 》3 卷 (1274)，《 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》2 卷 
(1275) 和 《 续 古 摘 奇 算法 》2 卷 (1275)。 后 三 种 合 称 《 杨 
辉 算 法 》。 


(二 ) 《详解 九 章 算 法 》 


《详解 九 章 算法 》12 卷 ， 南 宋 景 定 二 年 〈1261) 杨辉 
撰 。 杨 辉 以 北宋 机 宪 《 黄 帝 九 章 算 经 细 草 》9 卷 为 底 本 ， 取 
其 中 80 题 作 为 攻 式 ， 撰 解 题 、 比 类 、 详 解 、 注 释 等 ， 其 余 
166 题 则 照 录 ， 并 在 其 前 补充 图 、 乘 除 二 卷 ， 在 其 后 补充 紧 
类 一 卷 而 成 。 因 此 , 《详解 九 章 算法 》 含 有 《 九 章 算 术 》 本 
文 、 刘 币 注 、 李 淳 风 等 注释 、 贾 宪 细 草 和 杨辉 详解 5 种 内 
容 。 今 存 衰 分 章 的 异 乘 同 除 类 、 少 广 章 《以 上 存 《 永 乐 大 
典 》 卷 16343，16344 中 )、 商 功 章 约 半 卷 、 均 输 、 和 鳃 不 不 、 
方程 、 勾 股 、 自 类 (以 上 见 《 宜 稼 堂 从 书 》 本 《详解 九 草 
算法 ))， 另 有 2 问 存 《 诸 家 算法 及 序 记 》 中 。 约 占 全 书 的 
三 分 之 二 ， 其 余 已 亡 佚 。 图 4-1-7 是 《详解 九 章 算 法 ， 祝 
类 》 自 序 书 影 。 

《详解 九 章 算 法 》 是 针对 贾 宪 的 细 草 而 作 的 。 其 主要 成 
就 是 : 

在 商 功 章 的 比 类 中 ， 以 方 埃 比 类 方 亭 ， 以 方 锥 形 采 村 
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霹 比 类 方 锥 和 阳 马 ， 以 三 角 地 
比 类 整 腓 ， 以 刍 蔓 形 果子 虹 比 
类 和 刍 蔓 ， 以 刍 童 形 果 子 埃 比 类 
刍 童 ， 提 出 了 4 个 新 的 二 阶 等 ， 
差 级 数 求 和 公式 ， 扩 展 了 二 阶 | 
等 差 级 数 的 应 用 。 | 

在 纂 类 中 指出 了 《 九 章 算 
术 》 分 类 的 党 病 : “如 票 米 草 之 
互 换 ， 少 广 章 之 求 田 、 开 方 ， 
缘 重 番 无 谓 而 作者 。 题 问 不 归 。 611 《详解 九 章 和 
音 次 亦 有 之 。” 遂 根据 页 宪 的 细 法 ， 革 类》 书 影 
音 ， 将 《 九 章 算术 》 的 术 文 和 题目 重新 分 为 乘除 、 互 换 、 
全 率 、 分 率 、 赫 积 、 禾 不 足 、 方 程 、 勾 股 9 类。 尽管 仍 有 不 
合理 之 处 ， 却 是 第 一 次 突破 “ 九 数 ” 的 格局 ， 而 且 是 按照 
数学 方法 分 类 。 
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(三 ) 《日 用 算法 》 和 《杨辉 算法 》 


《日 用 算法 》 和 《杨辉 算法 》 主 要 是 关于 改进 乘除 捷 算 
决 的 著作 。 前 者 已 失传 ， 只 有 少数 内 容 和 10 个 题目 传世 。 
后 者 七 卷 ， 包 括 《 乘 除 通 变 本 末 》3 卷 ，《 田 亩 比 类 乘除 捷 
法 》2 卷 ,《 续 古 摘 奇 算法 》2 郊 。 

1. 《乘除 通 变 本 木 》 

《乘除 通 变 本 末 》 又 名 《乘除 通 变 算 宝 》， 见 图 4 1 8。 
养 上 为 “算法 通 变 本 未 ”， 在 “ 习 算 纲目 ”给 出 了 埃 积 以 久 
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重 因 、 损 乘 等 乘除 捷 法 。 卷 中 一 一 
为 “乘除 通 变 算 宝 ”， 讨 论 身 外 
加 减 、 求 一 、 九 归 诸 术 ， 为 全 
书 的 核心 。 卷 下 为 “法 算 取 用 
本末 ”， 系 杨辉 与 史 仲 荣 合 编 ， 条 让 ts 
为 阐发 卷 中 而 作 ， 介 绍 了 多 种 守信 扣 2 
捷 算 法 ， 并 在 实际 上 给 出 了 从 | " 
201 一 300 的 全 部 素数 ， 

2. 《 田 百 比 类 乘除 捷 法 》 

《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 有 田 
亩 问题 和 乘除 捷 法 两 个 主题 ， 
见 图 4-1-9。 其 田亩 问题 借助 于 
“出 入 相 补 原理 ”， 引 用 、 阐 发 
了 刘 益 《 议 古 根源 》 的 面积 问 
题 。 其 “ 比 类 ” 则 以 各 种 算术 
问题 比 附 田亩 问题 ， 进 一 步 发 
展 了 乘除 捷 算 法 。 卷 下 纠正 了 
《五 曹 算 经 》 三 个 题目 的 错误 ， 
尤其 是 “四 不 等 田 ” 的 错误 。 

3. 《 续 古 摘 奇 算法 》 

《 续 古 摘 奇 算法 》 是 杨辉 在 
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图 4-1-9 《田亩 比 类 


刘 玫 润 、 丘 虚 谷 所 携 “ 诸 家 算 来 除 捷 法 》 书 影 


法 奇 题 及 旧 刊 遗忘 之 文 ”基础 上 “ 添 扩 诸 家 奇 题 与 夫 善本 
义 可 以 续 吝 法 草 ” 而 成 的 ， 见 图 4-1-10。 因 此 内 容 杂 芜 ， 其 
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卷 上 主要 论述 纵横 图 ， 给 出 了 


三 阶 和 四 阶 纵横 图 的 构造 方法 ， | 

在 某 种 程度 上 破除 了 纵横 图 的 

人 | 
算 壤 疾 菏 设 天 二 有 首 钱 

方程 组 解法 等 内 容 。 二 访 管 和 “和 信 经 焰 介 雪 


| 志 寻 多 泗 私 各， 


闫 下 26 问 , 分 成 二 人 率 分 
身 、 三 率 分 身 、 互 换 、 误 分 、 
恒 不 足 、 方 圆 总 论 、 开 方 不 从 
法 、 海 岛 等 类 。 其 海岛 图 当 为 
刘 微 重 差 图 之 幸存 者 ， 殊 为 宝 
贵 。 杨辉 概括 出 容 横 容 直 原理 : 图 4-1-10 《 续 古 摘 奇 算法 》 书 影 
“ 弦 之 内 外 分 二 色 股 ， 其 一 匀 中 容 横 ， 其 一 股 中 容 百 ， 二 和 松 
之 数 皆 同 ,” 这 一 原理 在 勾 股 、 测 望 、 重 差 诸 方 法 的 证 明 中 
至 关 重 机。 


八 ” 朱 世 杰 和 《 算 学 启蒙 )、《 四 元 玉 痊 》 


(一 ) 朱 世 态 


朱 世 杰 ， 字 汉 卿 ， 号 松 庭 ， 寓居 燕 山 〈( 今 北 泵 附近 )。 
生 卒 年代 不 可 考 。 他 在 元 统一 中 国之 后 以 数学 名 家 周游 淹 
海 二 十 余年 ， 吸 收 并 综合 前 此 北方 太行 村 山 两 侧 和 南方 长 江 
下 游 中 国 两 个 数学 中 心 的 长 处 ， 做 了 创造 性 的 发 展 ， 着 有 
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《 算 学 启蒙 》 《四 元 玉 鉴 》， 先 后 于 1299 年 、1303 年 刊 于 扬 
州 。 后 者 是 中 国 古代 水 平 最 高 的 数学 经 典 。 

末世 杰 还 是 一 位 成 功 的 数学 教师 ， 时 人 称 “ 四 方 之 来 
学 者 日 众 ”、“ 中 门 而 学 者 云集 ”。 


(二 ) 算 学 启蒙 


《 算 学 启蒙 )， 三 卷 ， 卷 首 


人 人 给 ， | 新 | 
一 卷 。 卷首 名 总 括 ， 包 括 九 九 让 全 | 
表 、 九 归口 诀 、 化 两 为 斤 诀 等 〖 可。| 所 如 站 沪 全 
共 18 项 算 学 预备 知识 。 正文 三 【 昌 晶 wT 信 家 大 
耸 共 20 门 259 问 ， 包 括 筹 算 四 oe 认 / 
则 运算 、 比 例 算法 、 面 积 与 体 办 
积 计算 、 副 不 足 术 、 方 程 术 贸 上 坟 业 省 有 
及 志 积 术 、 天 元 术 和 增 乘 开 方 | 机 | 和 


法 。 图 4-1-11 为 《 算 学 启蒙 》 

书 影 。 卷 上 的 留 涉 乘法 、 撞 归 图 4-1-11 《 算 学 启 荣 》 书 影 
法 和 起 一 法 都 是 第 一 次 记载 ， 说 明 筹 算 捷 算 法 已 基本 完成 。 
内 容 的 编排 由 浅 入 深 ， 循 序 渐 进 ， 确 是 一 部 算 学 和 人 门 上 乘 
Fa 


(三 ) 四 元 玉 鉴 


《四 元 玉 鉴 》， 三 郑 ， 郑 首 一 着 ， 运 用 当时 南方 数学 的 
成 熟 的 筹 算 拉 术 将 北方 数学 的 天 元 术 、 二 元 术 、 三 元 术 、 
过 积 术 与 招 差 术 以 及 正人 负 开 方术 等 成 就 予以 系统 的 总 结 和 
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发 展 ， 创 造 四 元 术 ， 即 四 元 高 次 方程 组 解法 ， 并 将 抬 积 林 、 
招 差 术 发 展 到 前 所 未 有 的 高 度 。 di 
( 即 增 乘 开 方法 图 )、 古 法 七 联 方 
图 以 及 天 元 术 、 二 元 术 、 三 元 术 人 
和 四 元 术 的 细 草 假 令 之 图 ， 运用 本 
四 元 消 法 将 二 元 、 三 元 和 四 元 的 
高 次 方程 组 消 元 成 为 一 元 高 次 方 
程 以 求解 ， 是 为 全 书 之 纲领 ,， 见 | 
ed 
问 。 其 中 卷 上 6 门 ， 卷 中 10 门 ， 
卷 下 8 门 。 和 分 与 两 仪 等 二 门 给 
出 方程 有 理 根 的 求法 并 揭示 出 一 - 图 4-1-12 《四 元 玉 鉴 》 书 影 
类 有 二 正 根 的 方程 及 其 求法 。 左 右 逢 元 、 三 才 变通 与 四 旬 
朝 元 等 三 门 集中 讨论 二 元 术 、 三 元 术 和 四 元 术 。 獒 草 、 邓 
像 与 果 志 等 三 门 给 出 三 角 藉 、 四 角 翅 、 岚 峰 埃 及 四 角 央 峰 
雇 等 各 种 类 型 的 吉 积 求 和 公式 。 同 时 ， 该 书 还 运 去 用 贾 宪 三 
角形 将 招 差 术 一 般 化 ， 揭 示 出 建立 局 阶 等 差 数 列 求 和 公式 
的 一 般 方 法 ， 给 出 等 差 数 列 、 二 阶 等 差 数 列 及 三 阶 等 差 数 
列 的 求 和 公式 .。 

4 中 元 玉 鉴 》 刊 出 后 几 百 年 间 流 传 不 广 ， 儿 成 绝学 。 浓 
中叶 之 后 却 成 为 学 术 界 研究 的 重点 之 一 。 一 方面 是 力求 准 
确 理 解 四 元 消 元 法 的 数学 意义 ， 务 使 消 得 之 方程 与 《四 元 
玉 鉴 ) 原 术 相同 ; 一 方面 是 灵活 运用 四 元 消 法 ， 务 使 消 得 
之 方程 最 简 ， 因 此 出 版 了 若干 研究 著作 。 
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此 外 ， 对 数学 作出 贡献 的 还 有 沈 括 、 王 淘 、 郭 守 敬 、 
赵 友 钦 等 。 


第 一 习 ”计算 技术 的 改进 和 珠算 的 发 明 


一 ”QO 〇 和 十 进 小 数 
(一 ) 〇 O 和 数码 


1. © 

表示 0 的 〇 号 什么 时 候 产生 的 ， 没 有 确凿 的 资料 。 算 筹 
数字 用 空位 表示 0， 实 际 上 是 一 种 没有 符号 的 符号 。 但 是 容 
多 引起 误会 ， 丰 代 人 们 第 用 方 格 表 示 缺 字 ， 于 是 便 用 方 格 
[表示 0。 后 来 [逐渐 演变 成 OO 号。 现存 资料 中 〇 号 的 最 早 
应 用 在 金 朝 《大 明 历 》 中 ， 有 “四 百 O 三 ”等 数字 。 数 学 
着 作 中 什么 时 候 使 用 〇 号 ， 无 考 。 不 过 李 冶 已 多 次 使 用 OO 〇 ， 
如 《 测 圆 海 镜 》 着 七 第 2 问 又 法 中 有 数字 “一 千 四 百 五 十 万 
OO 八 百 六 十 四 ”， 其 中 第 一 个 〇 表示 “为 ”， 第 二 个 品 表 
示 空 缺 的 千 位 数 。@ 〇 号 什么 时 候 引 入 筹 算 算 草 ， 亦 无 考 。 
南宋 秦 九 韶 《 数 书 九 竟 》 和 元 代 李 冶 《 测 圆 海 镜 》 《 益 古 
沉 段 》 等 著作 的 算 草 中 都 使 用 口号 。《 数 书 九 章 》 田 域 类 
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“ 尖 田 求 积 ” 问 的 正 负 开 三 乘 方式 就 是 《其 中 的 算 筹 数字 用 
阿拉 伯 数 字 表示 ， 下 同 ): 
OO OF 
〇 虚 方 
76 3 255 乌 从 土 碌 
O 虚 下 廉 
1 益 隅 
它 表 示 四 次 方程 
一 必 十 763200z2 一 40642560000 王 0 
李 冶 《 测 圆 海 镜 》 卷 七 第 5 问 的 草 中 有 〈 除 〇 外 ， 和 少将 


筹 式 数字 改 阿拉 但 数字 ) 4 〇 96， a 元 等 多 项 式 ， 前 者 
表示 4096， 其 中 的 〇 记 空 缺 的 百 位 数 。 后 者 表示 天 元 二 项 
式 邓 十 4096。 

2. 数 但 

唐 中 叶 之 后 ， 开 始 用 算 筹 数码 记 数 。 现 存 使 用 这 种 数 
码 的 最 早 著作 是 敦煌 卷子 中 的 《立成 算 经 》。 为 了 书写 的 方 
便 ， 人 们 借用 5 的 古 字 “X”， 将 算 筹 数字 5 写成 X; 信用 
10 的 汉字 “十 ”， 将 算 筹 数字 10 写成 十 。 人 们 创造 O 〇 号 之 
后 , 便 将 5 记 成 “O” 上 加 一 横 成 为 O， 或 一 竖 成 为 O。 如 
秦 九 韶 将 40642560000 记 成 “XOTXIIOTOOOO”， 其 中 
的 “5” 不 再 用 “X”。 大 约 考 虑 到 “多 ”有 四 个 方向 ， 便 
用 它 来 记 4。 顺理成章 地 ， 将 9 记 成 在 “X” 上 加 一 横 成 为 
又 ， 或 一 竖 成 为 X。 秦 九 韶 就 将 16900 记 成 “| | XOO”。 后 
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来 逐步 形成 了 一 套 新 的 记 数 符号 : 
纵 式 | INXSTTTTXO 
模式 一 二 三 XL 寺 圭 火 避 
随 看 珠算 的 发 明 ， 已 无 纵横 的 区 别 。 这 套 记 数 法 进 一 
步 发 展 ， 逐 渐 形 成 了 一 式 的 数码 . 
| 交 帮 上 
其 中 5 和 9 是 草 写 演变 而 来 的 。 这 就 是 沿用 到 20 志 纪 上 半 
叶 的 了 尔 州 码 子 。 


(二 ) 十 进 小 数 
刘 徽 在 开 方 不 尽 时 提出 “ 求 微 数 ”， 但 是 ， 刘 徽 本 人 实 


际 上 也 没有 认识 到 十 进 分 数 的 意义 。 比 如 他 求 出 5 世 忽 后 ， 


将 贡 约 作 皇 ， 成 为 5 二 忽 。《 孙 子 算 经 》 卷 下 第 2 问 的 答案 


中 有 “三 十 七 丁 五 分 ”， 其 中 “五 分 ”就 是 0.5， 有 了 明显 
的 十 进 小 数 概念 。 

十 进 小 数 的 产生 ， 主 要 应 该 归功 于 非 十 进 制 单位 的 换 
算 。 因 为 非 十 进 制 的 运算 不 那么 方便 。 比 如 《 九 章 算术 》 
聚 米 草 其 率 术 的 几 个 例题 ， 都 是 买 丝 1 石 2 钧 28 斤 3 两 5 
铁 ， 需 要 将 它 分 别 化 成 以 石 、 钧 、 斤 、 两 为 单位 的 分 数 ， 
册 投 入 运算 ， 相 当 繁 琐 。 在 唐 中 叶 之 后 运算 日 益 增 多 并 要 
求 运算 快 的 情况 下 ， 将 其 化 成 十 进 小 数 ， 成 为 迫切 需要 。 
和 人 们 将 化 非 十 进 制 度量 单位 为 十 进 小 数 的 算法 编 成 歌诀 ， 
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就 是 “化 零 歌 "。 化 非 十 进 制 名 数 单位 为 十 进 小 数 主 要 有 化 
下 、 尺 、 寸 等 为 端 、 匹 的 十 进 小 数 和 化 两 为 斤 的 十 进 小 数 
两 个 方面 。 后 者 俗称 斤 两 法 。 

化 丈 、 尺 、 寸 等 为 端 、 匹 等 的 十 进 小 数 在 《夏侯 阳 算 经 》 
中 十 分 普遍 。 将 有 丈 、 尺 、 寸 的 度量 化 成 以 “ 匹 ” 为 单位 的 
十 进 小 数 的 方法 是 “于 丈 、 尺 已 下 折 半 ， 五 因 ”， 这 是 因为 1 
匹 二 4 丈 。 比 如 将 3 丈 7 尺 5 寸 化 成 以 “ 匹 ” 为 单位 的 十 进 小 
数 就 是 ， 3 光 7 尺 5 寸 卫 4 丈 二 3 丈 7 尺 5 寸 X 亏 X5 二 10 丈 = 
0. 9375 匹 。 

十 进 小 数 的 记 法 各 式 各 样 ， 大 体 说 来 ， 宋 元 时 期 有 以 
下 名 种 ,一 是 沿用 《孙子 算 经 》 的 记 法 。 如 《 算 学 局 宜 》 
券 上 “ 留 头 乘法 门 ” 今 有 沉香 问 将 “ 九 斤 一 十 二 两 ”化 成 
“ 九 斤 七 分 五 厘 "。 其 “ 九 斤 七 分 五 厘 ” 就 是 9. 75 斤 。《 四 元 
玉 鉴 》 商 功 修筑 门 第 2 问 术 文 有 “一 万 一 千 一 百 四 十 八 步 六 
衣 *，* 万 四 于 六 昨 加 证 并 栋 二 办 *”，" 一 下 三 十 一 此 六 外 
等 数 ， 其 中 中 “六 分 ”、“ 二 分 ”、“ 八 分 ”分 别 为 0.6 步 、 
0.2 步 、0.8 步 。 在 用 算 筹 表示 的 算式 中 常 在 小 数 部 分 下 加 
_ “分 ” 字 。 比 如 《 测 圆 海 镜 》 卷 八 第 5 问 术 文中 有 多 项 式 
一 55 

本 此 即 多 项 式 一 5. 5z 十 64。 


一 是 以 位 值 制 表示 小 数 。 在 无 整数 部 分 时 则 在 整数 处 
1600 


a 80 
标 以 DO。 李 冶 《 益 古 演 段 》 卷 上 第 1 问 法 中 有 025， 
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即 多 项 式 0. 25z2? 十 80z 十 1600。 
对 有 整数 部 分 者 在 个 位 数 之 后 写 出 小 数 部 分 。« 盘古 演 
24057 
段 》 第 6 问 有 本 此 即 二 次 方程 一 8. 25zx? 十 24057 二 0， 


三 是 在 整数 部 分 的 个 位 下 加 单位 名 称 。 南 宋 秦 九 部 
《 数 书 九 章 》 钱 谷类 “ 转 积 量 容 ” 问 的 答案 中 有 方 解 “ 深 


尺 五 寸 九 分 二 厘 ”， 便 表示 成 ， 了 ”， 亦 即 15. 92 寸 。 李 治 书 


中 有 的 小 数 的 表示 与 秦 九 韶 采 取 同 一 方式 . 

1585 年 ， 比 利 时 的 斯 台 文 (Simon Stevin) 才 确 定 十 进 
小 数 的 记 法 和 运算 法 则 ， 但 其 记 法 很 不 方便 。 比如 27. 847, 
束 表 示 成 27©8Q@4®7@)， 


(三 ) 斤 两 法 


厅 两 法 又 称 为 化 零 歌 ， 是 唐 中 叶 创造 的 将 衔 制 中 的 以 
两 ”为 单位 的 数量 化 为 以 “ 斤 ” 为 单位 的 十 进 小 数 的 歌 
雇 。20 世纪 50 年 代 以 前 1 斤 为 16 两 。 南 宋 杨 瘤 在 《 日 用 
算法 》 中 记载 了 化 两 为 斤 的 歌诀 ， 朱 世 赤 在 《 算 学 启蒙 … 
电 括 》 中 的 “ 斤 下 留 法 ”歌诀 则 更 为 完整 ， 


一 时 衣 二 抽 王 攻 一 三 责 三 贸 一 从 飞 坦 
四 留 二 五 五 留 三 一 二 五 六 留 三 七 五 
七 留 四 三 七 五 八 留 单 五 克 留 查 关 三 守 
小 贸 广 三 各 让 一 寅 放生 十 亚 下 二 禄 十 五 
十 三 留 八 一 二 五 十 四 和 留 入 七 五 十 玉 曾 加 三 七 更 
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这 束 古 : 
1 两 到 0. 0625 斤 2 两 二 0. 125 斤 3 两 和 0. 1875 斤 


4 两 二 0. 25 厅 5 两 二 0. 3125 厂 6 两 二 0. 375 厂 
7 两 二 0. 4375 厂 8 两 二 0.5 厂 9 两 二 0. 5625 厂 
10 两 二 0. 625 厂 11 两 二 0. 6875 厂 12 两 二 0.75 厂 
13 两 二 0. 8125 厂 14 两 二 0. 875 厂 15 两 二 0. 9375 厂 


与 现今 的 歌诀 十 分 接近 。 化 零 歌 还 包括 化 帮 为 两 的 口诀 。 


二 ”计算 技术 的 改进 


北宋 大 科学 家 沈 括 说 : “算术 不 患 多 学 ， 见 简 即 用 ， 兄 
繁 即 变 ， 不 胶 一 法 ， 乃 为 通 术 也 。” 概 括 了 唐 中 叶 以 后 简化 
算法 的 指导 思想 。 人 们 改进 筹 算 的 乘除 法 ， 主 要 在 两 个 方 
面 ， 一 是 化 三 行 布 算 为 一 行 布 算 ， 一 是 化 乘除 为 加 减 。 


(一 ) 重 因 法 、 以 加 减 代 乘除 与 求 一 法 


“ 重 因 ”就 是 化 多 位 乘法 为 个 位 乘法 ， 它 在 唐 代 束 庆生 
了 。 运 用 这 种 方法 可 以 将 乘法 由 上 、 中 、 下 三 行 布 算 变 为 
在 一 行 中 完成 。 主 要 是 将 乘 数 变换 成 若干 个 位 数 的 因 于 。 
奉 本 《夏侯 阳 算 经 》 卷 下 第 22 问 的 乘 数 是 3 贯 500 文 ， 将 
其 化 成 5X7X100, 便 将 三 行 布 算 变 成 一 行 布 算 。 《杨辉 算 
法 》 中 这 类 例子 更 多 ， 并 且 有 所 改进 。 

“ 身 外 加 减法 ”包括 身 外 加 法 和 身 外 减法 两 种 内 容 ， 征 
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唐 中 叶 以 来 人 们 创造 的 用 加 减 代 蔡 乘 除 的 方法 。 杨 辉 在 
《来 除 通 变 本 末 》 卷 中 继承 发 展 总 结 了 这 些 方法 ， 提 出 加 法 
五 术 : 加 一 位 ， 加 二 位 ， 重 加 ， 加 隔 位 ， 连 身 加 。 当 乘 数 
lls 1 1 19 时 常 使 用 号 外 加 一 位 法 。 即 用 乘 数 
中 “1” 后 面 的 数 乘 被 乘 数 ， 按 照 “ 言 十 当 身 布 起 ， 言 如 次 
身 求 之 ”的 原则 加 到 被 乘 数 本 身上 。 例 如 《夏侯 阳 算 经 》 
卷 下 第 19 问 是 求 2454 匹 X1.7， 便 化 成 2454 匹 X17 二 10= 
(24540 匹 十 2454 匹 XX7) 二 10。 

当 乘 数 是 21 ，31 ，…… 91 时 用 和 号 前 因 法 。 就 是 用 “1” 
前 面 的 数 从 首位 起 乘 被 乘 数 ， 并 按照 “ 言 “ 如 ” 身 前 步 位 ， 
言 “十” 身 前 二 位 ”的 规定 加 入 被 乘 数 中 。 例 如 234X441， 
其 算法 就 是 234X41 二 (234X40) 十 (234X1)。 

然而 在 实际 问题 中 ， 乘 数 或 除数 的 首位 不 一 定 是 “1” 
或 2", 为 了 将 其 首位 化 为 “1”， 人 创造 了 了 “ 求 二 法 ”。 
唐 、 宋 、 元 出 现 了 许多 关于 求 一 法 的 著作 ， 现 在 有 传 本 的 
善 作 有 杨辉 的 《乘除 通 变 本 末 》、 何 平子 的 《 详 明 算法 》 和 
贾 享 的 《算法 全 能 集 》 等 。《 乘 除 通 变 本 末 》 卷 中 总 结 了 求 
一 法 ， 提 出 了 “ 求 一 乘 ” 和 “ 求 一 除 ” 两 种 口诀 。 其 “ 求 
一 乘 ” 口 诀 为 : 

求 一 乘 同 :下 衣 丘 厌 克 信之 理 不 妆 。 二 三 须 兴 于， 
遇 四 两 折 纽 ， 倍 折 本 从 法 ， 实 即 反 其 有 。 倍 法 必 折 实 ， 倍 
实 必 折 法 。 用 加 以 代 乘 ， 斯 数 足 可 守 。 
例如 ，237 又 骆 一 (237 一 27 X(《56 汉 2 一 118.5X 色 1] 这 用 
“加 一 二 ” 即 可 。 
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(二 ) 留 头 乘法 与 九 归 、 归 除 


留 头 乘法 亦 称 “ 穿 心 乘 ”， 元 代 创造 的 三 位 以 上 的 乘 数 
的 一 种 乘法 方式 ， 因 将 乘 数 首位 留 至 最 后 再 与 被 乘 数 相 科 
而 得 名 。 起 于 筹 算 ， 用 于 珠算 ， 初 见于 元 朱 世 杰 《 算 学 局 
过 》 关 上 : 

留 头 乘法 别 规模 ， 起 首先 从 次 位 呼 。 言 十 靠 身 如 隅 位 ， 

遍 临 头 位 破 身 铺 。 
其 法 先 从 乘 数 左 起 第 二 位 起 至 末 位 ， 依 次 向 右 乘 被 乘 效 ， 贞 
以 乘 数 首位 乘 ; 先 乘 被 乘 数 的 个 位 ， 再 乘 其 十 位 、 百 位 等 数 。 
如 563 X 874， 计算 的 顺序 是 : 3 X 70，3 X 4，3 X 800; 
60X70,60X4, 60X800; 500X70，500X4，500X800。 

“上 归 ” 是 一 位 除法 ,，“ 九 归 ” 就 是 从 1 至 9 的 一 位 除数 的 
除法 。 如 果 被 除数 的 首位 是 1， 用 9 除 时 只 需 在 下 位 加 1， 
用 8 除 加 2， 用 7 除 加 3， 依 此 类 推 。 杨 辉 在 《乘除 通 变 本 
未 》 卷 中 总 结 出 “ 九 归 新 括 ”。 朱 世 杰 《 算 学 启 索 "总 后》 
的 九 归 口诀 是 : 

一 归 如 一 进 ， 见 一 进 成 十 。 二 一 添 作 五 ， 逢 二 进 成 十 。 
ee 迁 三 坦克 十。 四 一 二 一 研 w 国 
二 添 作 五 ， 四 三 七 十 二 ， 首 四 进 成 十 。 五 归 添 一 倍 ， 疾 五 
济 屿 二。 站 一 下 灿 四 。 兴 三 三 十 二 突 主 梁 作 王 。 闪 四 座 
十 四 ， 六 五 八 十 二 ， 着 六 和 进 成 十 。 七 一 下 加 三 ， 七 二 下 加 
关中 记 国 十 三。 上 蔬 四 玫 征 站。 上 汪 玩 世 和 一 > 二 次 太 赴 四， 
并 上 十 淹 庆 于。 入 二 字 孝 三 和 八 二 下 夫 四 > 八 三 下 知人 
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四 添 作 吾 ， 八 五 六 十 二 ， 太 祥 后 二 四 。 戒 所 六 于 去 ， 思 从 
进 一 十 。 九 归 随 身 下 ， 疾 九 进 成 十 。 

与 现今 使 用 的 珠算 口诀 基本 一 致 。“ 三 一 三 十 一 ”就 是 以 3 
除 10 商 3 余 1。 六 归口 诀 “ 六 一 下 加 四 ”就 是 以 6 除 10 商 
1 余 4， 其 中 第 二 个 “一 ”既是 被 除数 ， 又 是 商 数 ; “ 逢 六 进 
一 ， 驶 是 6 除 以 6， 商 1， 口 诀 中 省 略 除数 6。 明 代 柯 尚 迁 、 
程 大 位 等 稍 加 增删 ， 用 于 珠算 。 

归 除 是 元 、 明 时 期 创造 的 除数 在 两 位 以 上 时 的 除法 口 
次 ， 起 于 筹 算 ， 后 来 用 于 珠算 。 它 是 在 九 归 与 减法 基础 上 
发 展 起 来 的 。 朱 世 杰 实际 上 已 经 懂得 归 除 。 何 平子 的 《 详 
明 算 法 》 有 归 除 细 草 。 其 法 以 除数 首位 对 齐 被 除数 首位 ， 
通过 九 归 口诀 ， 得 出 商 数 。 随 即将 商 数 与 除数 首位 以 后 各 
数 的 乘积 从 被 除数 中 减 去 ， 如 是 逐 位 进行 ， 直 到 被 除数 减 
储 或 商 数 满足 要 求 的 位 数 为 止 。 运 用 归 除 可 不 经 估计 而 下 
接 求 得 商 数 。 例 如 48895 二 385， 其 细 草 是 : 列 被 除数 
员 二 1 二 川 ， 以 阿拉 伯 数 字 表 示 商 。 见 首位 是 4， 呼 逢 三 进 一 
十 ， 成 1 二 f 才 册 。 呼 一 八 除 八 ， 成 1iof 圭 川 。 呼 一 五 除 五 ， 
得 1 ollsll。 见 余数 首位 为 10， 呼 首 六 进 二 十 , 成 12 
三 | 二 川 。 呼 二 八 除 一 十 六 ， 二 五 除 一 十 ， 得 12 二 T 考 册 。 余 
煌 上 育 位 是 2 . 呼 三 二 六 十 二 汶 区 TL 寺 用 好 逢 三 济 一 十， 
成 127 川 考 如 。 呼 八 七 除 五 十 六 ， 五 七 除 三 十 五 ， 适 尽 ， 得 
到 答案 127。 

除法 中 被 除数 与 除数 首位 相同 ， 而 商 数 与 除数 首位 之 
下 各 数 乘积 大 于 被 除数 首位 之 下 的 数值 ， 须 用 撞 归 。 丁 巨 
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的 《 丁 巨 算法 》 提 出 撞 归 法 。《 算 法 全 能 集 》 和 《 详 明 鼻 
法 》 都 有 撞 归 口诀 。 后 者 是: 
见 二 无 除 作 九 二 ， 见 三 无 除 作 九 三 ， 见 四 无 除 作 九 四 ， 
见 五 无 除 作 九 五 ， 见 六 无 除 作 九 六 ， 见 七 无 除 作 九 七 ， 
见 八 无 除 作 九 八 ， 见 九 无 除 作 九 九 。 
与 现今 的 珠算 口诀 基本 相同 。 例 如 22908 一 “0， 利用 撞 归 
起 一 法 归 除 ， 其 草 就 是 : 列 被 除数 | 一 WOT。 见 首位 与 除数 
相同 ， 而 第 二 位 小 于 除数 ， 不 够 除 ， 送 呼 “ 见 二 无 除 作 九 
一 »，g 涯 件 O 于 。 余 数 不 足 76 的 9 倍 ， 便 起 一 ， 下 位 还 一 ， 
得 8 上册 Cf。 从 余数 中 除去 “七 八 五 十 六 ”，“ 六 八 四 下 
八 >»， 得 80 地 二 他 。 见 余数 首位 是 8， 呼 “着 八 进 四 十 ”， 生 
84 Q 一 开 。 余数 二 他 不 够 除 ， 遂 起 一 还 二 ， 得 831=T。 除 
夫 “ 三 七 二 十 一 ”，“ 三 六 一 十 八 ” 适 仿 ， 得 商 数 83。 


三 “珠算 的 产生 


短 算 乘除 捷 算 法 的 产生 、 发 展 ， 特 别 是 各 种 歌诀 的 出 
现 ， 带 来 两 个 明显 的 结果 : 一 是 使 原来 必须 在 三 行 完成 且 
布 算 简 化 后 可 以 在 一 行内 完成 。 二 是 包括 数字 在 内 的 汉子 
都 是 单 音节 ， 各 种 筹 算 歌 诀 都 是 用 字 极 少 而 意义 完整 的 富 
三 ， 这 就 使 得 口 念 歌诀 很 快 ， 而 手 摆弄 算 筹 很 乙 ， 出 现 得 
改 无 法 应 手 的 矛盾 。 算 筹 显然 已 经 无 法 适应 由 它 产 生出 来 
的 各 种 歌诀 的 需要 。 珠 算 和 珠算 盘 便 应 运 而 生 。 但 是 ， 珠 
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算是 什么 时 候 产 生 的 ， 尚 无 定论 。 不 过 到 宋代 ， 珠 算 产 生 
的 算法 条 件 已 经 完全 成 熟 了 。 宋 末 元 初 陶 宗 仪 的 《南村 辍 
耕 录 》 中 的 “三 珠 戏 语 ” 云 : 

凡 纳 婢 仆 ， 初 来 时 日 播 盘 珠 ， 言 不 拨 自 动 。 稍 久 日 算 
柄 珠 ， 言 拨 之 则 动 。 既 久 日 佛 顶 珠 ,， 言 终日 凝 然 ， 虽 拨 亦 
不 动 。 此 虽 俗 谚 ， 实 切 事情 。 


pA 


图 4-2-] (南宋 ) 车 园 赌 市 图 


南宋 刘 胜 年 绘 的 《 敬 园 赌 市 图 》 也 有 珠算 盘 ， 算 珠 、 档 都 
清晰 可 见 ， 见 图 4-2-1。 因 此 ， 珠 算 最 迟 在 南宋 已 经 产生 ， 
并 在 民间 广泛 使 用 。 

珠算 盘 产 生 后 ， 与 算 筹 并 用 了 很 长 的 时 间 。 明 洪武 间 
的 《 魁 本 对 相 四 言 》(1371 年 ) 中 既 有 算盘 ， 也 有 算 子 。 其 
中 算盘 图 式 其 形 长 方 ， 周 为 木 框 ， 内 穿 档 ， 档 中 横 以 梁 。 
梁 上 二 珠 或 一 珠 ， 每 珠 作 数 五 ; 梁 下 五 珠 或 四 珠 ， 每 珠 作 
数 一 。 明 中 叶 以 前 数学 著作 也 是 珠算 、 筹 算 并 用 。 大 约 在 
明 中 叶 以 后 ， 珠 算盘 完全 取代 了 算 筹 ， 完 成 了 计算 工具 的 
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改革 。 明 程 大 位 的 《算法 统 宗 》 (1592) 对 珠算 的 发 展 和 普 
及 发 挥 了 极 大 的 作用 。 


第 三 阁 勾 股 容 圆 


勾 股 容 贺 是 通过 勾 股 形 和 贺 的 各 种 相 切 关系 求 圆 的 直 
径 的 问题 ， 这 是 中 国 数 学 史上 的 一 个 重要 课题 。 它 源 自 
《 九 草 算术 》 勾 股 章 的 勾 股 容 圆 问 。 宋 金 时 期 ， 洞 渊 在 此 基 
础 上 人 研究 了 同一 个 加 和 各 种 勾 股 形 的 相 切 关系 ， 给 出 了 由 
勾 股 形 的 三 边 求 圆 径 的 九 个 公式 ， 称 为 “ 洞 渊 九 容 ”。 李 冶 
在 此 基础 上 演绎 成 《 测 圆 海 镜 》。 


一 ， 洞 渊 九 容 


《 测 圆 海 镜 》 卷 二 前 述 了 10 种 容 圆 公 式 ， 除 《 九 章 算 
术 》 的 名 股 容 圆 公式 外 ， 还 有 : 

第 2 问 之 法 给 出 了 勾 上 容 圆 即 圆心 在 勾 上 而 切 于 股 与 弦 
的 圆 径 公式 : 

以 久 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 并 勺 股 车， 以 求 驴 ， 加 入 股 ， 
此 即 公 式 : 
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2ab a 
人 (4 3 1) 


第 3 问 之 法 给 出 了 有 和 股 上 容 圆 即 圆心 在 股 上 而 切 于 勾 与 弱 
的 圆 径 公式 : 

以 义 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 以 义 股 师 求 强 ， 加 入 名 ， 以 
此 即 公式 : 


2ab 
Ue 


第 4 问 之 法 给 出 了 勾 股 上 容 圆 即 圆心 在 勾 股 交点 而 切 于 
纹 的 圆 径 公式 : 

以 义 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 并 勾 股 响 ， 如 法 求 弦 ， 以 
为 法 。 
此 即 公式 : 


d 


(4-3=2) 


d= (4_3-3) 


第 5 问 之 法 给 出 了 弦 上 容 圆 即 圆心 在 弦 上 而 切 于 义 与 股 
的 圆 径 公式 : 

以 义 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 以 义 股 和 为 法 。 
此 即 公式 : 


2ab 
本 二 六 


第 6 问 之 法 给 出 了 色 外 容 圆 即 切 于 勾 与 股 、 弱 的 延长 线 
的 圆 径 公式 : 
以 义 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 以 弦 较 共 为 法 。 


d (4-3-4) 


210 


弦 较 共 即 c 十 (6 一 a)， 此 即 公 式 : 


2ab 


一 (Be) 


(‘43-0 


第 7 问 之 法 给 出 了 股 外 容 圆 即 切 于 股 与 义 、 弦 的 延长 线 
的 圆 径 公式 .: 

以 义 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 以 弦 较 较为 法 。 
咳 较 较 即 c 一 (8 一 a) ， 此 即 公 云 : 


2ab > 和 
i en We (4-3-0 ) 


第 8 问 之 法 给 出 了 弦 外 容 圆 即 切 于 股 与 勾 、 股 的 延长 线 
的 圆 径 公式 : 

以 义 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 以 弦 和 较为 法 。 
纺 和 较 即 (a 十 56) 一 c， 此 即 公式 : 


2ab 
(ob) 


第 9 问 之 法 给 出 了 色 外 容 圆 半 即 圆心 在 股 的 延长 线 上 而 
切 于 勾 、 驼 的 延长 线 的 圆 径 公式 : 

以 勾 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 以 大 差 为 法 。 
大 差 即 c 一 a， 此 即 公 式 .: 


d (3 


j= Ca 


Ce 
第 10 问 之 法 给 出 了 股 外 容 圆 半 即 圆心 在 勾 的 延长 线 上 
而 切 于 股 、 驼 的 延长 线 的 圆 径 公 式 : 
以 勾 股 相 乘 ， 倍 之 为 实 。 以 小 差 为 法 。 
小 差 即 c 一 6，， 此 即 公 式 .: 


a 


B= CH- DY 
C=“ 


这 10 个 公式 中 哪 9 个 是 “ 洞 浏 ” 的 “ 九 容 ” 呢 ? 自 清 
末 以 来 百 余年 间 ， 研 究 《 测 圆 海 镜 》 的 学 者 对 这 一 问题 众 
说 纷 丝 ， 至 今 没 有 定论 。 


(一 ) 圆 城 图 式 


《 测 圆 海 镜 》 卷 一 由 圆 城 图 式 、 总 率 名 号 、 今 问 正 数 、 
识别 杂记 等 部 分 组 成 。 圆 城 图 式 居于 卷 一 之 首 ， 见 图 4-3-1 
(1)。 它 是 用 纵横 分 别 平行 的 4 条 线 将 勾 股 形 天 地 蓝 分 割 成 


a dd ep pis 


图 4-3-1 圆 城 图 式 
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14 个 勺 股 形 。 连 同 天 地 乾 及 弦 外 的 一 个 勾 股 形 月 山 距 ， 共 
16 个 勺 股 形 ， 其 中 有 3 对 分 别 全 等 ， 故 不 同 的 只 有 13 个 。 
李 治 称 之 为 “十 三 率 勾 股 形 ”。 用 天 、 地 、 日 、 月 、 山 、 
川 、 并 、 坤 、 趴 、 恨 等 汉字 表示 点 ， 相 当 于 现今 之 用 字母 
表示 点 ， 是 圆 城 图 式 的 重大 创造 。 


(二 ) 识别 杂记 


识别 杂记 ”分 诸 杂 名 目 、 五 和 五 较 等 八 项 ， 共 692 条 
命题 ， 每 条 可 看 做 一 个 公式 或 定义 ， 阐 明了 诸 匀 股 形 各 边 
及 其 和 、 差 、 积 之 间 的 关系 ， 以 及 它们 与 圆 径 的 关系 ， 除 8 
条 外 都 是 正确 的 。 这 是 对 中 国 古代 关于 勾 股 容 圆 问题 的 全 
面 总 结 。 洞 渊 九 容 中 的 其 他 公式 ， 以 及 后 面 各 卷 算 题 的 解 
法 ， 均 可 由 识别 杂记 推出 。 

1. 请 洒 名 目 

请 杂 和 名 目 给 出 诸 勾 股 形 各 边 的 关系 。 设 通 勾 股 形 的 三 
边 为 a, 5，c， 其 余 12 个 勾 股 形 的 三 边 分 别 表示 为 a;，6;， 
Gi，1 王 1，2,，…12。 也 就 是 将 圆 城 图 式 中 各 个 勾 股 形 的 直 
角 顶 西 、 北 、 金 、 泉 等 依次 以 1，2，3…12 表示 ， 如 图 
4-3- (2)。 各 命题 有 不 同 的 层次 。 比 如 : 

儿 大 小 差 相 乘 为 半 段 径 医 。 大 差 勾 、 小 差 股 相 乘 亦 同 
上 。 虚 勺 乘 大 股 得 半 段 径 车 。 虚 股 乘 大 义 亦 同上 。 边 股 、 
走 股 相 乘 得 半径 堪 。 明 义 、 底 义 相 乘 亦 同 上 。 黄 广 股 、 黄 
长 义 相 乘 为 径 医 。 高 股 、 平 义 相 乘 得 半径 宕 。 明 弦 、 明 股 
并 与 正弦 、 走 义 并 相 乘 得 半径 客 。 明 驼 、 明 义 并 与 趴 弦 、 
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更 股 并 相 乘 亦 同上 。 


这 里 提出 10 条 命题 ， 是 全 书 大 多 数 问 题 的 求解 所 必须 依据 


的 基本 公式 。 这 些 基 本 公式 是 : 


=bas. 
ee 
a 
$=boa. 
(S):=bb. 
(SS) —alds。 


ct 一 DaQ4 B 


(Sy —b;ase 


(7 (C11 十 bi (C12 is i 


(Sy) = (C1 1 (C12 By ) o 


(C4810) 


(4-3-113> 


G4-3-12) 


(4=3-13) 


(4-3-14) 


e315) 


(4-3-16) 


Cd-35-17) 


(4=3=18.) 


(4-3-19) 


诸 杂 名 目 中 的 许多 定义 和 公式 在 后 后 面 的 问题 中 要 用 到 ， 例 


如 卷 三 第 十 二 问 : 


或 问 : 见 边 股 四 百 八 十 步 ， 正 骇 三 十 四 步 。 


问答 同 前 。 


法 日 : 走 弦 乘 边 股 ， 半 之 为 实 。 半 赴 驴 、 半 边 股 相 并 


为 从 。 半 步 隔 法， 平方 得 吏 股 。 
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草 日 ， 立 天 元 一 为 南 股 。 加 圳 弦 ， 得 .元 ， 为 平 勾 也 ， 


又 以 天 元 减 边 股 而 半 之 , 得 一 "9 元 ， 为 高 股 也 。 平 勾 、 


240 
一 05 
四 二 
高 股 相 乘 ， 得 sj60 元 ， 为 半径 医 。 寄 左 。 然 后 以 天 元 乘 


= 

边 股 ,为 同 数 。 与 左 相 消 ， 得 下 式 19 ， 开 平方 ， 得 喜 
股 三 十 步 。 以 乘 边 股 ， 开 平方 ， 倍 之 ， 即 圆 径 也 。 

这 是 已 知 边 股 0 一 480， 赴 弦 ci 一 34， 求 圆 径 4。 用 现代 和 从 号 
表示 算 草 就 是 : 立 天 元 一 即 z 为 直 股 2z， 则 平 勺 a 6 二 6 2 十 
c 4 一 x 十 34。 又 ,高 股 信 二 去 (b 一 Zz) 一 地 (480 一 x) 二 240 一 0. 5z。 
于 是 出 基本 公式 (4317)， ab 一 (x 十 34)( 一 0. 85x 十 240) 寺 
一 0. 5 十 223z 十 8160 二 (5. 寄 左 。 然 后 由 基本 公式 


(4-3-14)， 得 到 zh 一 5》。 将 其 与 左 式 相 消 ， 得 到 二 次 开 方 
式 “〈 即 二 次 方程 ): 
一 0.5z2 一 257z 十 8160 一 0。 

开 方 得 到 x 二 6b 二 30。 最 后 由 基本 公式 (4-3-14)， 和 一 
Vbib = V480X30=120。 

2. 五 和 五 较 

“五 和 ”就 是 匀 股 形 的 勾 、 股 、 弦 三 事 的 5 种 和 的 关系 : 
知 股 和 a 十 56， 勾 驼 和 a 十 c<， 股 弦 和 6 十 c<， 驼 较 和 c 十 (6b 一 a)， 
驴 和 和 即 三 事 和 a 十 6 十 c; “五 较 ” 就 是 勾 股 形 的 勾 、 股 、 弦 
三 事 的 5 种 差 的 关系 : 勾 股 较 0 一 az， 色 弦 较 c 一 a， 股 弦 较 
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c 一 bp， 弦 和 较 即 圆 径 < 十 2 一 c<， 弱 较 较 c 一 (8 一 c) 。 

识 列 杂记 ”还 给 出 了 每 一 率 匀 股 形 的 勾 、 股 、 弦 三 
事 的 各 种 和 差 与 其 他 色 股 形 的 关系 。 其 中 以 各 率 匀 股 形 三 
事 和 与 通 勾 股 形 的 关系 的 12 个 公式 最 为 重要 。 这 些 公 
式 是 ， 


边 义 股 形 : 三 事 和 即 通 弦 上 股 驴 和 。 尔 即 
4 十 思 十 cl 一 0 十 c 

瓜 义 股 形 : 三 事 和 即 通 弦 上 义 弦 和 。 亦 即 
Qz 十 bz 十 cs 二 a 十 c 

芮 三 勾 股 形 : 。 三 事 和 即 两 大 股 。 尔 即 
as 十 0 十 cs 一 20 

芮 长 义 股 形 : 三 事 和 为 两 大 义 。 尔 即 
4a4 十 2 十 ct 一 2a 

局 义 股 形 : 三 事 和 即 大 股 。 亦 即 
as 十 05 十 c5 一 0 

平 勾 股 形 : 三 事 和 即 大 义 。 z 亦 即 
as 十 be 十 ce 二 a 

大 差 勾 股 形 : 三 事 和 即 股 与 股 圆 差 共 。 尔 即 
ar 十 2 十 cr 一 0 十 〈c 一 &) 

小 差 勾 股 形 : 三 事 和 即 义 与 义 圆 差 共 。 尔 印 
as 十 ps 十 cs 一 4 十 (c—b) 

星 极 勾 股 形 : 三 事 和 即 通 弦 。 亦 即 
ae 十 po 十 cs 一 c 

太 虚 勾 股 形 : 三 事 和 即 大 黄 方 。 夫妇 


216 


C10 = :十 ein ee (& 十 D) i 


明 勾 股 形 : 三 事 和 即 股 圆 差 。 亦 即 
C11 十 Di Ca "Wy 
更 勺 股 形 : 三 事 和 即 勺 圆 差 。 亦 即 


ai 十 页 7 十 cz 一 6 一 0 
还 有 一 些 别 的 公式 .。 
洞 渊 九 容 的 公式 可 以 由 五 和 五 较 公 式 ， 特 别 是 各 勾 股 形 与 
通 勾 股 形 三 事 关 系 的 12 个 公式 导出 。 例 如 勾 上 容 圆 公式 便 可 
由 边 勾 股 形 三 事 和 与 通 勾 股 形 股 弦 的 关系 推出 因为 边 勺 股 形 


, pi a _ a 站 
与 通 勾 股 形 相似 ， 故 二 二 二 4 十 bc’ 二 0B 十 c* 两 式 


两 端 相 乘 ， 借 助 wm 十 和 十 ca 一 2 十 c， 得 到 -和 


二 一 各。 由 多 
股 容 圆 公 式 便 得 到 勾 上 容 圆 公 式 。 


第 四 节 ”高 次 方程 数值 解法 


一 ”立成 释 锁 法 与 贾 宪 三 角 
(一 ) 立成 释 锁 法 


机 宪 汲 取 了 刘 徽 、《 孙 子 算 经 》 等 对 《 九 章 算术 》 开 创 
的 开 方 术 的 改进 ， 在 《黄帝 九 章 算 经 细 草 》 中 提出 立成 释 


下 


锁 法 。“ 释 锁 ” 就 是 开 方 ， 将 一 个 数 的 开 方 比喻 为 打开 一 把 
锁 。“ 立 成 ”是 唐 宋 历 算 学 家 将 一 些 常数 列 成 的 算 表 。 因 
此 ， 立 成 释 锁 法 就 是 借助 一 个 常数 表 进 行 开 方 的 方法 。 比 
如 其 立成 释 锁 立方 法 是 : 

立方 法 日 : 置 积 为 实 ， 别 置 一 算 名 日 下 法 ， 于 实数 之 
下 。 自 未 至 首 ， 常 超 二 位 。 约 实 。 上 商 置 第 一 位 得 数 。 下 
法 之 上 亦 置 上 商 ， 又 乘 为 平方 。 命 上 商 ， 除 实 ， 记 。 三 因 
平方 ,， 一 退 :… 亦 三 因 从 方面 ， 三 退 ， 为 廉 。 下 法 三 退 。 续 
商 第 二 位 得 数 。 下 法 之 上 亦 置 上 商 ， 为 隅 。 以 上 商 数 乘 廉 、 
隅 ， 命 上 商 ， 除 实 ， 许 。…*…* 
求 第 一 位 得 数 时 作 上 商 、 实 、 方 、 廉 、 下 法 五 行 布 算 ， 求 
第 二 位 得 数 时 作 上 商 、 实 、 方 、 廉 、 阳 、 下 法 六 行 布 算 。 
而 在 下 法 之 上 布置 隅 之 后 ， 下 法 不 再 投入 运算 ， 实际 上 仍 
为 五 行 布 算 。 显 然 ， 这 种 方法 是 《孙子 算 经 》 的 开 方 法 的 
直接 发 展 。 在 《孙子 算 经 》 的 开平 方术 中 ， 商 得 第 二 位 得 
数 之 后 ， 置 第 二 位 得 数 “于 方法 之 下 ， 下 法 之 上 ， 和 名 为 廉 
法 >”。 在 这 里 ， 在 “下 法 之 上 亦 置 上 商 ”， 只 不 过 《孙子 算 
经 》 称 之 为 “ 廉 法 ”， 这 里 称 之 为 “ 隅 ”。 在 贾 完 的 立成 释 
锁 平 方法 中 ， 下 法 之 上 所 置 之 上 商 ， 亦 称 为 “ 隐 。 


(二 ) 贾 宪 三 角 


立成 释 锁 法 中 的 “立成 ”就 是 页 完 三 角 。 
贾 宪 三 角 ， 原 名 “ 开 方 作法 本 源 ”， 又 称 为 “ 释 锁 求 廉 
本 源 "。 中 学 数学 教科 书 和 许多 科普 读物 将 其 称 为 “杨辉 三 
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角 ”， 是 以 论 传 语 。《 永 乐 大 
典 》 所 引 杨 辉 《详解 九 章 算 
法 》 中 注 日 :“ 出 释 锁 算 书 ， 
村 宪 用 此 术 。” 见 图 4-4-1。 
可 见 是 贾 宪 最 和 完 用 到 它 ， 应 
该 称 为 页 宪 三 角 。 

所 谓 要 宪 三 角 ， 就 是 
将 整 次 窒 二 项 式 (a 十 b)" 
(7 一 0，1，2，3， 


EY ] 
Ry 


3 
2 


一 


展开 式 的 系数 自 上 而 下 
成 的 等 腰 三 角形 数 表 。 如 一 
图 4-4-1。 要 宪 三 角 下 面 图 4-4-1 贡 宪 三 角 
几 人 名 话 : 

衰 乃 积 数 ， 右 变 乃 阳 算 ， 中 藏 者 澡 廉 。 以 廉 乘 商 方 ， 
命 实 而 除 之 。 


前 三 句 说 明了 贾 宪 三 角 的 结构 : 最 外 左右 斜 线 上 的 数字 ， 

别 是 二 项 式 (a 十 6)”(n 二 0，1，2，3…) 展开 式 中 a” 和 
b" 的 系数 ， 中 间 的 数 2，3、3，4、6、4，…… 分 别 是 各 廉 。 
后 两 句 说 明了 各 廉 在 立成 释 锁 法 中 的 作用 ， 分 别 用 于 开平 
方 和 开 立 方 、 开 四 次 方 〈 古 代称 为 三 乘 方 ) …… 虽 然 茧 完 
只 给 出 了 立成 释 锁 平 方法 、 立 成 释 锁 立方 法 的 程序 ， 但 是 ， 
贾 宪 三 角 的 提出 说 明 他 已 经 能 开 任 意 高 次 方 ， 这 是 一 个 重 


突破 。 
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积 隔 
本 积 1 
商 除 1 1 
1 2 1 
“1 | 3 3 1 
三 乘 1 4 6 4 1 
四 乘 1 5 10 10 5 1 
五 乘 1 6 15 20 1s €§. 1 


机 宪 三 角 之 后 附 有 造 表 法 ， 这 是 求 二 项 式 展开 式 各 廉 
即 贾 宪 三 角 各 层 的 普遍 方法 。 以 求 (a 十 b)*( 称 为 五 乘 方 ) 
的 展开 式 各 廉 即 页 宪 三 角 第 七 层 的 细 草 为 例 说 明之 。 不 考 
虑 隅 算 ， 则 几 乘 方 就 列 几 个 1， 那么 五 乘 方 列 五 位 〈 隅 算 一 
在 外 )， 自 隅 算 起 自 下 向 上 〈 因 将 原文 竖 排 改 为 横 排 ， 此 处 
变 成 自 右 向 左 ) 递 加 ， 递 加 到 6， 为 第 一 位 得 数 。 计 算 第 二 
位 得 数 时 ， 仍 目下 向 上 递 加 ， 低 一 位 而 止 ， 得 到 15， 如 此 
继续 下 去 ， 到 不 能 递 加 为 止 ， 即 : 


二 递 加 
隅 算 
1 1 1 1 1 1 
第 一 位 6 5 4 3 2 1 
第 二 位 6 15CUEFE》10 6 3 1 
第 三 位 6 15 20( 止 ) 10 4 1 
第 四 位 6 15 20 15¢1E>》 5 1 
第 五 位 6 15 20 15 6( 止 ) 1 
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这 样 得 到 : 
] 6 1 20 15 6 d 
就 是 机 宪 三 角 的 第 七 层 。 显 然 , 只 要 记 住 几 乘 方 就 在 第 一 行 
I 几 个 一 ,并 且 每 次 都 要 “ 低 一 
立 而 止 ”>, 则 求 每 一 位 得 数 的 方 
法 都 是 相同 的 。 
后 来 朱 世 杰 将 机 宪 三 角 扩 展 
到 9 层 , 并 用 两 组 平行 的 斜 线 将 
各 廉 联 结 起 来 ,如 图 4-4-2, 成 为 
解决 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 的 工 
具 。15 世纪 阿拉 伯 数 学 家 阿 
尔 ， 卡 西 ,16、17 世纪 欧洲 许多 数 
学 家 都 得 到 同样 的 三 角形 。 西 方 
称 为 由 斯 下 《人 De 图 4-4-2 十 法 七 乘 方 图 
1662) 三 角 。 (四 元 玉 鉴 》 卷 首 ) 


fata 


1 
i 
} 
t 
i 
1 
1 
} 
1 
1 
} 
四 
于 
| 
| 
i 
l 
) 


二 要 宪 增 乘 开 方法 


创造 增 乘 开 方法 是 宋 元 时 期 开 方术 的 重大 进展 . 
贾 宪 将 求 贾 宪 三 角 各 廉 的 增 乘 方 法 推广 到 开 方 术 中 , 创 
造 了 增 乘 开 方 法 ,又 称 为 递增 某 乘 开 方 法 ,而 在 朱 世 杰 《 四 元 


玉 鉴 } 中 又 称 为 “ 梯 法 开 方 法 >”。 今 以 页 宪 的 递增 三 乘 开 方法 
为 例 说 明 增 乘 开 方 法 。 贾 宪 给 出 的 方法 是 : 


| 


遂 增 三 乘 开 方法 日 : 置 积 为 实 。 别 置 一 算 , 名 日 下 法 ，。 
于 实 末 常 超 三 位 , 约 实 。 上 商 得 数 。 乘 下 法 , 生 下 廉 。 乘 下 
廉 , 生 上 廉 。 乘 上 廉 , 生 立方 。 命 上 商 , 除 实 。 作 法 商 第 二 位 
得 数 。 以 上 商 乘 下 法 入 下 廉 。 乘 下 廉 入 上 廉 , 乘 上 廉 入 方 。 
又 乘 下 法 入 下 廉 。 乘 下 廉 入 上 廉 。 又 乘 下 法 入 下 廉 。 方 一 、 
上 廉 二 、 下 廉 三 \、 下 法 四 退 。 又 于 上 商 之 次 续 商 置 得 数 。 以 
来 下 法 入 廉 。 乘 下 廉 入 上 廉 。 乘 上 廉 ,并 为 立方 。 命 上 商 ， 
除 实 , 尽 , 得 三 乘 方 一 面 之 数 。 
我 们 以 贾 宪 求 zt 二 1336336 的 正 根 为 例 说 明 其 法 , 算 草 是 ， 


商 商 商 3 
实 1336336 实 1336336 实 S526336 
方 页 e171 

上 廉 下 廉 下 廉 9 

下 廉 上 廉 上 廉 3 

下 法 1 下 法 1 PR 洲 

商 3 商 3 商 3 4 
六 526336 训 526356 学 

方 108 廊 工 你 有 方 131554 
上 廉 54 下 廉 54 下 廉 5896 
下 廉 12 上 硬 .地 上 廉 1 44 
下 法 1 下 法 1 下 法 1 


它 的 关键 是 在 求 得 根 的 某 一 位 得 数 后 ,如 果 需 要 继续 开 
方 , 便 以 商 的 该 位 得 数 自 下 而 上 递 乘 递 加 ,每 低 一 位 而 止 , 以 
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求 减 根 方 程 。 它 与 使 用 页 宪 三 角 的 系数 进行 开 方 异曲同工 ， 
而 比 后 者 的 程序 更 加 整齐 ,也 更 程序 化 、 机 械 化 ,只 要 做 好 第 
一 步 的 布 位 定位 ,掌握 退位 步 数 ,那么 对 开 任 何 次 方 都 相同 ， 
也 更 容易 掌握 。 目 前 中 学 数学 教科 书 的 综合 除法 与 此 相似 。 

增 乘 开 方 法 把 中 国 开 方术 的 研究 推进 到 一 个 新 的 阶段 。 

自 祖 冲 之 《 缀 术 ;? 医 传 之 后 ,到 11 世纪 中 叶 , 人 们 只 能 解 
正 系数 方程 。 重 新 突破 这 一 限制 的 是 北宋 数学 家 刘 益 。 他 
求解 了 形 如 x 一 bx 二 A 的 二 次 方程 (0,A 缘 为 正 数 )。 刘 益 
提出 了 益 积 开 方 术 和 减 从 开 方 术 及 其 细 草 。 


三 ”正信 开 万 不 


刘 益 之 后 一 百 多 年 间 的 数学 硅 作 基本 失传 , 开 方 术 的 发 
展 状 况 不 清楚 。 目 1247 年 起 到 1303 年 半 个 多 世纪 , 开 方 法 
是 秦 九 韶 、 李 冶 .杨辉 、 朱 世 杰 等 的 著作 的 重要 内 容 。 这 些 内 
容 表 明 , 以 增 乘 开 方法 为 主导 的 求 高 次 方程 正 根 的 方法 ,已 
经 发 展 到 十 分 完备 的 境地 。 


(一 ) 秦 九 韶 的 正 负 开 方术 


《 数 书 九 章 》 有 32 个 开 方 式 。 其 中 三 次 方程 1 个 ,四 次 方 
程 4 个 ,十 次 方程 1 个 ,都 是 用 增 乘 开 方 法 求 其 正 根 。 今 以 田 
域 类 “ 尖 田 求 积 ” 问 (图 4-4-3) 为 例 说 明之 。 

间 有 两 尖 田 一 段 ,其 尖 长 不 等 。 两 大 斜 三 十 九 步 , 两 小 任 
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二 十 五 步 ,中 广 三 十 步 。 欲 知 其 积 几 何 。 

术 日 :以 少 广 求 之 , 翻 法 入 之 。 置 半 
 ， 自 乘 为 半 老 ,与 小 斜 暴 相 减 \. 相 乘 为 小 
率 。 以 半 笑 与 大 斜 堪 相 减 \ 相 乘 为 大 率 。 
以 二 率 相 减 , 余 自 乘 为 实 。 并 二 率 , 倍 之 
为 从 上 廉 。 以 一 为 益 隅 。 开 翻 法 三 乘 方 ， 
得 积 。 
这 中 三 为 2a, 大 斜 为 oc, 小 斜 为 c2, 则 a? 国 443 类 田 求 各 
(cz 一 2 ) 为 小 率 ,a? (cl? 一 a?) 为 大 率 , 秦 九 韶 通 过 根 式 的 有 理 
化 , 列 出 以 尖 田 面积 z 为 根 的 四 次 方程 : 
二 2 一 0 十 好 的 2] 天 一 [全 人 2 一 民 人 sy 下 0 
将 中 广 、 大 斜 、 小 斜 的 数值 代入 ， 便 列 出 开 方 式 ; 

一 x 十 763200zx? 一 40642560000 二 0， 

秦 九 韶 给 出 了 “ 正 负 开 三 乘 方 图 ”， 即 筹 式 细 草 。 原 草 
有 21 个 筹 式 ， 我 们 归 约 为 8 个， 并 将 筹 式 数字 改 为 阿拉 伯 
数字 ， 其 序号 D，@，…… 尔 为 笔者 所 加 。 


正 负 开 三 乘 方 图 
术 日 : 商 常 为 正 ， 实 常 为 负 ， 从 常 为 正 ， 益 常 为 负 。 
商 商 
实 一 40642560000 实 一 40642560000 
庶 方 0 虚 方 0 
从 上 廉 3200. 内 上 麻 ， 了 了 63 外 性 
虚 下 廉 0 虚 下 廉 0 
益阳 一 - 汐 属 一 | 
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(D (上 廉 超 一 位 ， 益 陋 超 三 
位 ， 商 数 进 一 位 。 上 廉 
再 超 一 位 ， 益 隅 再 超 三 
位 ， 商 数 再 进 一 位 。 


商 800 商 800 
实 9 多 04UQVUD 实 38&2054644O0 0 00 
方 9.8.560000 -826880009 
上 廉 1 让 总 轿 妇 必 下 大 一 人 外 号 De 
下 廉 一 起 人 总 下 说 一 1600 
益阳 = 益阳 一 1 
(@) 上 商 八 百 为 定 。 以 商 生 @ 一 变 : 以 商 生 隔 ， 入 
隅 ， 入 益 下 廉 ; 以 商 生 下 廉 ， 以 商 生 下 廉 ， 
下 廉 消 从 上 廉 ; 以 商 生 入 上 廉 肉 ， 相 消 。 以 
上 廉 ， 入 方 ; 以 商 生 方 ， 正 负 上 廉 相 消 。 以 商 
得 正 积 。 乃 与 实 相 消 。 生 上 廉 , 入 方 内 ， 相 
以 负 实 消 正 积 ， 其 积 力 消 。 以 正 负 方 相 消 。 
有 有余， 为 正 实 ， 谓 之 
“ 换 肯 。 
商 8 0 0 商 8 0 0 
实 38205440000 实 38205440000 
方 一 826880000 方 一 8268800i00 
+ 这 ==308800 卡 庚 一 30Q765300 
下 廉 人生 旭日 下 康 -一 32 


PN AS 


莅 隅 = 莅 隅 = 


(二 变 ; 以 商 生 阳 ， 入 (© 三 变 : 以 商 生 阳 ， 入 
下 廉 ; 以 商 生 下 廉 ， 下 廉 。 
入 上 廉 。 
商 800 商 840 
实 38205440600 实 00000000000 
方 一 方 人 100D0 
上 廉 一 0 上 廉 3292060 
下 廉 = 下 廉 一 和 本 胡 
益阳 = 半 隐 | 
(ID 四 变 : 方 一 退 ， 上 廉 (多 以 方 约 实 ， 续 商 置 四 十 ， 
二 退 ， 下 廉 三 退 ， 隅 生 隅 ， 入 下 廉 内 。 以 商 生 
四 退 。 商 续 置 。 下 廉 ， 入 上 廉 内 。 以 商 生 


上 廉 ， 入 方 内 。 以 续 商 四 
十 命 方 法 ， 除 实 ， 适 总 。 
所 得 商 数 八 百 四 十 步 为 
田 积 。 

已 上 系 开 三 乘 方 翻 法 图 。 后 篇 效 此 。 

秦 九 韶 说 “后 篇 效 此 ”， 说 明 这 是 一 个 普遍 方法 。 显 
然 ， 它 的 基本 程序 和 方法 是 增 乘 开 方 法 。 秦 九 韶 的 正 负 开 
方术 有 几 个 问题 值得 注意 : 

自 先 ， 秦 九 韶 规定 “ 实 常 为 负 ”。 由 于 以 一 1 乘 整个 开 
方式 , 不 改变 其 解 ， 因 此 这 种 规定 不 影响 方法 的 一 般 性 ， 
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但 是 ， 可 以 将 随 乘 随 加 的 运算 进行 到 底 ， 不 像 贾 完 原 来 的 
增 乘 开 方法 那样 ， 前 面 都 是 随 乘 随 加 ， 最 后 与 实 相 消 是 用 
减法 。 

其 次 ， 和 又 九 韶 提出 “以 方 约 实 ” 的 估 根 方法 。 在 现 有 
资料 中 这 在 中 国 数学 史上 是 第 一 次 。 

册 识 ， 开 方 过 程 中 ， 一 般 说 来 ， 其 常数 项 的 绝对 值 越 
来 越 小 ， 甚 或 变 成 0。 但 是 ， 有 时 会 出 现 两 种 特殊 情形 : 一 
是 在 天 方 过 程 中 常数 项 由 负 变 正 ， 秦 九 韶 称 为 “ 换 骨 ”或 
“ 翻 法 ”。 二 是 在 开 方 过 程 中 ， 常 数 项 的 符号 不 变 ， 仍然 为 
负 ， 但 是 有 时 其 绝对 值 变 得 更 大 。 秦 九 韶 称 之 为 “投胎 ”。 
对 这 类 特殊 情况 ， 秦 九 韶 都 提出 了 处 理 方法 。 

第 四 ， 关 于 无 理 根 的 近似 值 ， 秦 九 韶 的 表示 法 有 几 种 。 


a "a Se 
一 种 是 以 AT ;| en re 一 表示 其 近似 什 ， 及 


中 ao，a1，az*…a wn-1，aQa'» 是 求 出 正 根 的 整数 部 分 a 之 后 ， 
其 减 根 方程 的 系数 和 常数 项 。 另 一 种 是 继承 刘 微 的 开 方 不 
尽 求 “ 微 数 ”的 思想 ， 继 续 开 方 ， 以 十 进 小 数 表 示 无 理 根 
的 近似 值 。 

第 五 ， 建 立 开 方式 时 遇 到 系数 是 无 理 数 时 ， 进 行 了 有 
理化 处 理 。 


(二 ) 三 斜 求 积 与 十 次 方程 造林 


1. 三 斜 求 积 
《 数 书 九 章 》 卷 五 “三 斜 求 积 ” 问 是 一 个 已 知 三 角形 的 


el 


三 边 求 其 面积 的 问题 ， 秦 九 韶 说 其 面积 S 由 开 方 式 : 


(4-4-1) 


写 古 希腊 的 海伦 公式 暗合。 

2. 十 次 方程 造 术 

又 九 韶 《 数 书 九 章 》 卷 八 “ 迁 度 圆 城 ” 问 「 见 图 4-4-4 
(1)」 给 出 了 10 次 方程 ， 这 个 问题 是 : 


(1) (2) 
图 4-4-4 和 膛 度 圆 城 

间 : 有 圆 城 不 知 周 径 ， 四 门 中 开 。 北 外 三 里 有 乔木 ， 
出 南 门 便 折 东 行 九里 ， 玫 见 本 。 欲 知 城 周 、 径 各 几何 。 圆 用 
古 法 。 

术 日 : 以 义 股 差 率 求 之 。 一 为 从 阳 。 伍 因 北 外 里 ， 为 从 
七 廉 。 置 北里 医 ， 八 因 ， 为 从 五 廉 。 以 北里 舌 为 正 率 ， 以 东 
行 圭 为 负 率 ; 二 率 差 ， 四 因 ， 乘 北里 为 益 从 三 廉 。 倍 负 率 ， 
乘 五 廉 ,， 为 益 上 廉 。 以 北里 乘 上 廉 ,， 为 实 。 开 玲珑 九 乘 方 ， 
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得 数 。 自 乘 ， 为 径 。 以 三 因 径 ， 得 周 。 
如 图 4-4-4 (2)， 设 圆 城 之 心 为 0， 南 门 为 C， 北 门 为 D， 北 外 
之 木 为 A， 东 行 见 木 处 为 B，AB 与 圆 城 切 于 E。 已 知 AD， 
BC， 分 别 记 为 &，!。 求 城 径 ， 记 为 邓 ， 则 术 文 给 出 10 次 方程 : 
zx 十 5Rz8 Bk — A412 —k) kx 
: (4-4-2) 

—16Fk:x:—16lk’=0, 
这 是 《 数 书 九 章 》 中 次 数 最 高 的 方程 。 秦 九 韶 在 术 文 开 诈 
讲 的 “以 勾 股 差 率 求 之 ”给 出 了 解 开 这 个 10 次 方程 造 术 之 
迹 的 钥匙 。 什 么 是 勾 股 差 率 呢 ? 我 们 知道 ,《 九 章 算术 》 义 
股 章 在 解决 户 高 多 于 户 广 问 时 使 用 了 已 知 弦 与 勾 股 差 求 勺 、 
股 的 公式 ， 赵 克 、 刘 徽 将 其 简化 。 如 果 在 赵 爽 、 刘 微 的 简 
化 式 中 令 c : (5 一 a) 二 p : 9， 则 它 就 变 成 
a ib ic—$ (VIP Tq) :Vp + :pe (4-4-3) 
这 就 是 关于 勾 股 差 率 的 公式 。 它 们 是 对 应 于 已 知 弦 与 勾 股 差 求 
勾 、 股 的 公式 的 勾 股 数组 的 通 解 公 式 。(4-42) 的 推导 如 下 : 


由 勾 股 形 ABC 的 面积 ， 可 以 求 出 弦 AB 一 佬 < ， 


色 股 差 AC 一 BC 二 x 十 k 一 1。 因 此 弦 率 与 勾 股 差 率 分 别 为 : 
| = 二 2) 
G 一 元 (2 一 有 一 


。 将 其 代入 (4-4-3)， 得 : 


人 TT 十 方式 人 二 
c=1(x 2k) 
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AC_b 
而 4B 二 》 了 


G 


1 1 
a 7 Y 2| 71x 十 入) 一 | (x + ty x rk—)) 


I24R) RR) 1? 


Cm 0 
消去 x 十 &， 使 剩 下 的 两 个 多 项 式 相 乘 ， 便 得 到 10 次 方程 
《4-4 -25 

大 约 与 南方 的 秦 九 韶 同 时 ， 北 方 的 李 冶 ， 元 朱 世 杰 也 
对 开 方 术 有 贡献 。 


第 五 全 天 元 术 和 四 元 术 


宋 元 时 期 发 展 出 一 种 半 符 号 代数 学 ， 这 就 是 天 元 术 与 四 
元 术 。 前 者 是 列 方程 的 方法 ， 后 者 是 多 元 高 次 方程 组 解法 。 


一 “天 元 术 
(一 ) 天 元 术 的 发 展 史 


天 元 术 是 宋 元 时 期 发 展 起 来 的 设 未 知 数列 方程 的 方法 。 
天 元 术 含有 三 个 步 又， 一 是 立 天 元 一 为 某 某 ， 相 当 于 现今 
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之 设 未 知 数 菏 菏 为 x。 二 是 列 出 开 方 式 ， 这 就 是 根据 问题 的 
条 件 ， 先 列 出 一 个 天 元 多 项 式 ， 寄 左 ; 然后 再 列 出 一 个 与 
“ 寄 左 ”者 等 价 的 天 元 多 项 式 ， 作 为 “ 同 数 ”; 最 后 ， 两 者 
如 积 相 消 ， 得 到 一 个 开 方 式 ， 即 现今 之 一 元 方程 。 

天 于 天 元 术 的 发 展 史 ， 许 多 情况 仍然 扑朔迷离 ， 关 于 
天 元 术 发 展 史 的 一 段 经 典 文 字 是 元 绷 祖 颐 在 《四 元 玉 鉴 后 
序 》 中 写 的 。 他 说 : 

平阳 薪 周 撰 《 益 古 》， 博 陆 李 文 一 所 《有 眼 胆 》， 谭 果 石 
信 送 扎 《 铃 经 》， 平 水 刘 汝 谐 所 《如 积 杰 锁 》 ， 络 人 元 容 细 
草 之 ， 后 人 始 知 有 天 元 也 。 
这 里 说 的 应 该 是 天 元 术 的 史前 史 。 所 提 到 的 各 位 作者 的 生 
平均 不 详 ， 著 作 均 不 存 ， 而 所 提 到 的 这 些 地 方 都 在 太行 山 
两 人 出。 元 裕 应 该 是 天 元 术 的 初创 者 ， 但 是 这 里 没有 提 到 通 
晓 天 元 术 的 大 数学 家 李 冶 。 

李 冶 在 《 冤 毅 古今 竺 》 中 记载 了 天 元 术 早 期 发 展 的 一 
些 情况 。 根 据 他 的 记载 和 著述 ， 大 体 将 天 元 术 的 演变 勾画 
如 下 : 早先 东平 有 一 i 明 、 
胃 、 汉 、 多 、 层 、 高 、 上 、 天 人、 地; 下 低 、 减 。 浅 、 
呈 、 六 、 睹 。 光 疾 让 机 吾 济 济济 刀 扩 区 机 澈 条， 贡 类 和 
上 ， 负 寡 在 下 ， 而 以 人 为 太极 ， 作 为 常数 项 。 后 来 人 们 进 
行 简化 ， 用 一 个 字 “ 天 ” 记 正 罕 ， 在 上 ,， “地” 记 人 负 硕 ,在 
下 ， 其 他 寡 次 由 与 “天 ” “地 ”的 位 置 确 定 。 而 太原 的 有 
泽 彦 材 受 《周易 》 八 卦 “ 乾 在 下 ， 坤 在 上 ， 二 气相 区 而 为 
太 ” 思 想 的 影响 ， 改 为 立 天 元 在 下 。 这 样 与 开 方式 高 次 大 
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在 下 一 致 。 再 后 来 ， 人 们 取消 了 表示 未 知 数 的 负 寡 的 地 元 ， 
信用 “天 元 "”， 借 助 于 位 值 制 既 可 表示 未 知 数 的 正 寡 ， 又 可 
表示 未 知 数 的 负 适 ， 还 可 以 表示 常数 项 。 开 始 仍 采取 正 知 
在 上 ， 负 竹 在 下 ， 沙 克 什 的 《 河 防 通 议 》( 源 于 13 世纪 初 之 
前 的 金 都 水 监 本 )、 李 冶 的 《 测 圆 海 镜 》 都 是 这 样 。 不 久 ， 
入 们 又 将 其 颠倒 过 来 ， 采 取 正 寡 在 下 ， 负 寡 在 上 的 方式 ， 
这 束 是 李 冶 的 《 益 古 演 段 》、 王 必 和 郭守敬 的 《授时 历 草 》、 
朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》 和 《四 元 玉 鉴 》 等 都 是 这 样 ， 是 天 
元 式 的 标准 表示 方式 。 其 演变 过 程 如 图 4-5-1 所 示 。 


到 得 
ZX 明 : 
: Ww LE ;2 er 2 着 
有 基 2 大、 区 地 铬 交 7 sR es 
A 人 罗 太 AA 太 正太 或 六 有 太 或 A 
TX: 地 Xi 地 xt 天 x : 这 ww 
: ,A re WE 7 2 二 
ZX“ 有 暗 : 
TX “ 由 

东平 算 经 上 古 法 店 材 法 《 测 圆 海 镜 》 《 蔡 古 演 段 》 


图 4-5-1 天 元 式 的 表示 法 
《 测 圆 海 镜 》 是 现存 最 早 的 只 使 用 天 元 、 不 再 使 用 地 元 
表示 未 知 数 负 答 的 数学 著作 。 


(二 ) 天 元 式 的 表示 


天 元 却 是 在 未 知 数 的 一 次 项 旁 标 注 “ 元 ” 字 ， 或 在 常 
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数 项 旁 标注 “ 太 ” 字 ,未知数 的 其 他 寡 次 由 与 “元 ”或 
“ 太 ” 的 相对 位 置 确定 。 应 当 指 出 ， 天 元 式 实际 上 是 关于 未 
知 数 的 多 项 式 。 自 清 中 叶 以 来 说 是 开 方 式 〈 即 方程 )， 是 以 
论 传 生 。 比 如 《 测 圆 海 镜 》 卷 三 第 5 问 “ 草 ”中 的 天 元 式 


144 
D184 


a er IJ 2 号 
ee 页 式 144z2 十 5184x 十 2488320。《 益 古 演 
1600 太 


段 》 第 1 问 中 的 天 元 式 “0,。 表示 多 项 式 0. 25 习 十 80z 十 


1600。 它 们 都 不 是 表示 方程 144z 十 5184z 十 2488320 一 0， 
及 0 25 十 607 十 二 00 一 0。 
有 时 在 天 元 式 中 不 标 出 “元 ” 字 或 “ 太 ” 字 。 如 《 益 
3780 
古 演 段 》 卷 中 第 39 问 有 一 天 元 式 是 “1 ， 它 表示 多 项 式 


如 十 228z 十 3780。 在 《 算 学 启蒙 》 中 ， 几 乎 所 有 的 天 元 式 
都 不 标 出 “ 太 ” 或 “元 ” 字 。 如 卷 下 “ 开 方 释 锁 门 ”第 
31 问 : 

今 有 圆锥 积 三 千 七 十 二 尺 ， 只 云 : 高 为 实 ， 工 方 开 之 ， 
得 数 不 及 下 周 六 十 一 尺 。 间 : 下 周 及 高 各 几何 ? 


0 

0 

术 日 ， 立 天 元 一 为 开 立 方 数 ， 9 ， 再 自 乘 为 高 也 ;1 
再 列 开 立方 数 ， 加 不 及 ， 为 下 周 也 : “; 。 自 之 ， 又 高 


这 总 


0 
0 


0 
3721 
Oe 122 2 
党 之， 海王 十 充 技 各 : ]， 寄 左 。 列 积 ， 三 十 六 乘 之 。 
—]10592 
0 
0 
与 寄 左 相 消 ， 得 开 方 式 : 5721 四 来 这 江 之 得 三 太 4 
| 
] 


为 开 立 方 之 数 。 | 

前 四 个 天 元 式 都 没有 标 出 “ 太 ” 或 “元 ”， 它 们 依次 是 多 项 
式 zz， 攻 ， 广 十 61，3721z3 十 122x! 十 小 。 第 四 个 是 5 次 方程 
1 十 122z4 十 3721z3 一 110592 一 0。 


(三 ) 天 元 式 的 运算 


在 使 用 天 元 术 推 导 方程 的 过 程 中 ， 必 然 要 进行 多 项 式 的 
四 则 运算 。 从 《 测 圆 海 镜 》 看 ， 金 、 元 时 代 的 数学 家 比较 丈 
练 地 掌握 了 这 些 运算 。 我 们 以 《 测 圆 海 镜 》 卷 三 第 5 问 为 例 : 
或 问 乙 出 南 门 东 行 七 十 二 步 而 止 ， 甲 出 西门 南 行 四 百 
八 十 步 ， 望 乙 与 城 参 相 直 ， 问 共同 前 。 
这 是 已 知 ca ， 乌 ， 求 直径 d4。 其 草 为 : 


一 | A 
草 日 ， 立 天 元 一 为 半 城 径 ， 以 减 南 行 步 ， 得 4g0”， 为 
小 股 。 又 以 天 元 加 乙 东 行 ， > 为 小 义 。 又 以 天 元 加 
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南 行 步 ， 得 1 元， 为 大 股 。 乃 置 大 股 在 地 ， 以 小 勾 乘 之 ， 


1 
得 下 式 : 552 元 。 合 以 小 股 除 之 ， 今 不 受 除 ， 便 以 为 大 
34560 


分 ， 册 寄 小 服 分 号 ， 又 置 天 元 半径 ， 以 分 母 小 股 乘 之 ， 得 ，n 


元 。 以 减 大 义 ， 得 。 72 元 ， 为 半 个 梯 底 ， 于 上 。 以 乙 东 行 


33560 
144 
七 十 二 步 为 半 个 梯 头 ， 以 乘 上 人 位， 得 5184 元 ， 为 半径 
2488320 
输 ， 内 容 小 股 分 母 。 寄 左 。 然 后 置 天 元 矫 ， 又 以 分 母 小 股 梯 之 ， 
—1 1 
480 一 336 
得 ”0 元 ， 为 同 数 。 与 寄 左 相 消 ， 符 4184。 以 立方 天 之 ， 
2488320 


得 一 百 二 十 步 。 倍 之 ， 即 城 径 也 。 

从 此 可 见 ， 天 元 式 的 运算 与 现在 的 多 项 式 类 似 。 天 元 云 的 
加 减 ， 是 同 次 宕 的 系数 相 加 或 相 减 。 常 数 乘 天 元 式 是 用 第 
数 乘 天 元 式 的 各 项 系数 。 在 《 测 圆 海 镜 》 中 ， 以 天 元 或 天 
元 寡 乘 天 元 式 是 将 其 中 的 “元 ” 字 (或 “ 太 ” 字 ) 上 移 相 
应 的 层 数 ， 相 除 则 下 移 相 应 的 层 数 ; 在 《 益 古 演 段 》 《得 
妾 启蒙 》 《四 元 玉 鉴 》 等 著作 中 则 相反 。 两 个 天 元 式 相 乘 ， 
就 是 用 一 个 天 元 式 的 各 项 分 别 乘 另 一 天 元 式 的 各 项 ， 然 后 
合并 同类 项 。 多 项 式 除 多 项 式 是 不 能 进行 的 ， 李 冶 称 之 为 
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“不 受 除 ”， 便 采用 寄 分 母 的 方法 。 而 在 求 另 一 等 价 天 元 式 
时 ， 以 该 分 母 乘 之 。 这 相当 于 使 两 个 天 元 式 同 分 母 ， 将 两 
分 子 如 积 相 消 ， 得 到 开 方 式 。 这 类 似 于 《 九 章 算 术 》 的 经 
2 


二 ”四 元 术 
(一 ) 四 元 术 的 历史 发 展 


四 元 术 是 二 元 、 三 元 或 四 元 的 高 次 方程 组 的 表示 、 建 
立 与 求解 方法 。 天 元 术 出 现 之 后 ， 二 元 术 、 三 元 术 、 四 元 
术 相继 出 现 。 祖 颐 《四 元 玉 鉴 后 序 》 对 此 一 发 展 过 程 有 简 
要 的 说 明 : 在 产生 天 元 术 之 后 , “平阳 〈 今 山西 临汾 ) 李 德 
载 因 扎 《 两 仪 群英 集 至 》 兼 有 地 元 ， 霍 山 〈 今 山西 临汾 ) 
邢 先生 有 颂 不 高 第 刘 大 鉴 润 夫 扎 《 乾 坤 括 囊 》 末 仅 有 人 元 二 
问 。 吾 友 燕 山 朱 汉 卿 先生 演 数 有 年 ， 探 三 才 之 睹 ， 索 《 九 
音 》 之 隐 ， 按 天 地 人 物 立成 四 元 ， 以 元 气 居中 ”。 朱 世 杰 
《四 元 玉 鉴 》 是 现存 关于 天 元 术 、 四 元 术 的 内 容 最 为 丰富 的 
著作 。 其 中 立 天 、 地 二 元 者 36 题 ， 立 天 、 地 、 人 三 元 者 13 
题 ， 立 天 地 人 物 四 元 者 7 题 。 卷 首 所 列 “ 四 象 细 草 假 令 之 
图 ”。 其 中 “两 仪 化 元 “三 才 运 元 ”"、“ 四 象 会 元 ”三 题 提 
供 了 二 元 、 三 元 、 四 元 高 次 方程 祖 的 表示 法 、 建 立方 程 组 
与 四 元 消 法 的 主要 步骤 。 


2.30 


(二 ) 四 元 式 的 表示 


四 元 术 的 表示 法 如 图 452 


ywy WwW wi wa 

所 示 。 常 数 项 “ 太 ” 居 中 , 以 z， .加 oY 室 . 
分 别 表 示 天 、 地 、 人 、 ”多 邓 口 天 下 二 

J ~ yA 


物 四 元 ， 分别 位 于 “ 太 ” 的 下 、 
左 、 右 、 上 方 ， 其 帘 次 由 与 “ 太 ” 
的 距离 确定 ， 距 离 越 远 ， 竹 次 越 高 。 各 未 知 数 及 其 客 次 的 来 
积 位 于 相应 行列 的 交叉 点 上 。 不 相 邻 的 未 知 数 及 其 戎 次 之 梳 
置 于 相应 的 夹缝 中 。 一 个 筹 式 相当 于 现今 的 一 个 方程 式 ， 一 
元 方程 组 列 出 两 个 筹 式 ， 三 元 方程 组 列 出 三 个 筹 式 ， 四 元 方 
程 组 列 出 四 个 筹 式 。 这 是 一 种 分 IO 太 @ 〇 + 


离 系数 表示 法 ， 对 列 出 高 次 方程 | 和 
组 与 消 元 都 很 方便 。 图 45-3 纺 一 bs. 


| (1) (2) 
| : 

(1) (2) 分 别 表 示 方 在 : 图 4-5-3 三 元 方程 之 例 

和 


图 4-5-2 ”四 元 式 的 表示 


yy y=0s 
“RR 左下 第 一 个 空格 中 ， 前 例 置 一 yz， 后 例 置 XYo 

(三 ) 四 元 消 法 

四 元 术 的 关键 是 四 元 消 法 。 按 照 “ 四 象 细 草 假 令 之 
图 *， 四 元 消 法 大 臻 分 为 “ 别 而 消 之 ", “ 互 隐 通 分 相 消 ”与 
“内 外 行 相 乘 相 消 ”等 三 步 。 先 将 三 元 或 四 元 方程 组 消 为 一 
元 高 次 方程 组 ， 称 为 前 式 、 后 式 , 第 二 步 将 二 元 高 次 方程 
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组 消 为 关于 其 中 某 一 元 的 二 元 一 次 方程 组 ， 称 为 左 式 、 硬 
式 ， 第 三 步 将 上 述 二 元 一 次 方程 组 消 为 一 元 高 次 方程 。 然 
后 以 增 来 开 方 法 求 其 正 根 。“ 四 象 细 草 假 令 之 图 ”关于 第 三 
步 的 运算 过 程 有 所 说 明 ， 而 于 其 他 两 步 均 略 而 不 载 。 因 此 
使 我 们 准确 理解 四 元 消 法 成 为 研究 的 难点 。 一 般 认 为 ， 清 
代 沈 钦 裴 《四 元 细 草 》 是 这 一 工作 典范 。 

讶 以 “三 才 运 元 ” 问 为 例 说 明之 。 此 问 是 : 

今 有 股 弦 较 除 弦 和 和 与 直 积 等 ， 只 云 义 弦 较 除 弦 较 和 
与 色 同 。 问 弦 几 何 。 

草 日 : 立 天 元 一 为 勾 ， 地 元 一 为 股 ， 人 元 一 为 驴 。 三 才 


〇 十 太 十 十 太 十 
-二 yy 上 4h 旦 人 、 上 二 — ZH 一 .一 、 
相配 求 之 ， 求 得 今 式 | ol 求 得 云 式 1) 未 香 主 元 之 八 


| 1 站 均 
8 史册 凡 去 式 唱 而 消 之 ， 二 式 曾 人 兄 天 位 ， 前 得 [TS 


EN 
让 川 广大 
/日 | 仆 趾 太 S \\ 2 已 | 川 环 但 | 几 2 
后 得 th。 互 隐 通 分 相 消 ， 左 得 | |， 右 得 | 
\ | 
十 环 
| 皇 休 中 
让 名 加 
1 天 |， 内 外 相 消 ， 四 约 之 ， 得 开 方 式 | 咱 。 


二 
| 


| 二 
| 一 
站 


三 彝 方 开 之 ， 得 整 五 步 。 合 问 。 
设 义 股 形 的 三 边 为 xz，y，z， 根 据 已 知 条 件 得 方程 组 


— = 人 去 
—yT we— x —» xe—=0 RS 
闵 十 好 一 到 一 三 元 之 式 
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以 匀 乘 三 元 之 式 加 今 式 ， 得 
i 
尔 即 
《一 1 十 ze 十 一 交 十 双 一 z 一 CO 7E0 消 式 
别 消 式 左 半 ， 以 地 元 除 之 ， 再 乘 云 式 右 半 ，“ 寄 左 ”。 
噜 云 式 左 半 ， 以 地 元 除 之 ， 乘 消 式 右 半 。 与 左 相 消 得 ， 即 
由 消 式 、 云 式 消去 y， 得 
C= Te 1 = 
尔 即 
下 
约 去 z, “人 易 天 位 ?， 即 将 上 式 中 z，z 分别 代 换 为 <-，y， 得 
la tl (2 = 前 式 
剔 三 元 之 式 左 半 ， 以 地 元 除 之 ， 乘 云 式 右 半 ，“ 寄 左 ”。 
易 云 式 左 ， 以 地 元 除 之 ， 再 乘 三 元 之 式 右 半 。 与 左 相 消 ， 
即 由 三 元 之 式 、 云 式 消去 y ， 人 得 
yr— 一 区) 一 (一 ] Jo — j=0 
夫妇 
(zw—X wr yt Cr 一 )=0 消 式 
剔 消 式 左 半 ， 以 地 元 除 之 ， 再 乘 云 式 右 半 ，“ 寄 左 ”。 
剔 云 式 左 半 ， 以 地 元 除 之 ， 再 乘 消 式 右 半 。 与 左 相 消 得 ， 
即 由 消 式 、 云 式 消 去 y， 得 
(一 好 一 z 十 二 xz) (一 22 一 z 十 Zz) 一 (一 1)(z 一 z ) 一 0 
尔 印 
27x: 2X; 十 Xt 一 2Xz 十 4X2:z 一 2X;z 一 2Xxz 十 二 0 


Z39 


约 去 zZ， “人 易 天 位 ?>， 即 将 上 式 中 z，z 分 别 代 换 为 x， 

y， 人 得 

y 十 《一 2 一 2z) 和 十 (2 十 4z 十 好 )y 十 (一 2z 一 222) 一 0 后 式 
全 此 ， 噜 而 消 之 一 步 完 成 。 三 元 方程 组 已 经 消 为 二 元 

方程 组 ， 即 关于 y 的 三 次 方程 组 : 

(1 一 ZX)y 十 (1 十 zx 十 xX?)y 十 (一 2 一 x 一 27x?) 二 0 前 式 
(pp op 后 式 
前 式 乘 以 y， 得 

(1 一 Zz) 十 (1 十 zx 十 Xx?)y 十 (一 2 一 x 一 2x?)y 二 0 
日 前 式 左 行 ， 乘 后 式 右 三 行 ,“ 寄 左 ”。 吻 后 式 左 行 ， 乘 
前 式 右 二 行 ， 与 寄 左 相 消 得 ， 即 由 前 式 、 后 式 消去 ww， 得 
(1 一 并 )L( 一 2 一 2z) 光 十 (2 十 4z 十 z2)y 十 (一 2xz 一 2z2)] 一 1 。 
[十 闽 二 人) 开 十 (一 2 一 六 一 ZW 一 0 
尔 即 
(一 3 一 Zz 十 ZX )y 十 (4 十 3z 一 Zz 一 zx)y 十 (一 2zx 十 27x3) 二 0 
消 式 
别 消 式 左 行 ， 乘 前 式 丰 二 行 ，“ 寄 左 ”。 易 前 式 左 行 ， 
乘 消 式 右 二 行 ， 与 寄 左 相 消 ， 即 由 消 式 、 前 式 消去 yy， 得 

(1 一 xX)L (4 十 3z 一 Zz 一 x)y 十 (一 2zx 十 273) |] 一 (一 3 一 zx 十 zx?) 
bl i se 
尔 即 

《7 二 3 一 过 jy 十 (一 = 在 式 
左 式 乘 以 >y， 得 
(7 = 站 ( 一 6 一 7z 一 xz 二 2 
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剔 左 式 左 行 ， 乘 前 式 右 二 行 ，“ 寄 左 ?。 剔 前 式 左 行 ， 
乘 左 式 右 行 ， 与 寄 左 相 消 ， 即 由 左 式 、 前 式 消去 y ， 得 
(7 a — a rely N60 
77z 一 3 巡 十 好 )yj|=0 
亦 即 
C13- 二 11z 二 52 一 2087yH( 一 到 一 13z 一 152 一 52 十 2 )=—0 
证 
至 此 ， 完 成 了 互 隐 通 分 相 消 。 关 于 y 的 三 次 方程 组 已 经 
消 为 关于 y 的 一 次 方程 组 : 
(7 十 3z 一 邓 )y 十 (一 6 一 7z 一 3 好 十 闻 ) 一 0 左 式 
CR 右 式 
在 筹 式 中 ， 左 式 与 右 式 并 列 ， (一 6 一 7z 一 3z 十 工 )， 
(13 十 117 二 5 她 一 2027 为 内 二 行 ， 《7 十 3 有 2 )y 一 雪 一 
13x 一 15z 一 5x? 十 2x*〉 为 外 二 行 。 由 左 式 ， 右 式 消 去 y。 
内 二 行 得 
(一 6 一 7 元 一 3 好 中 2(13 十 11z 十 5 一 22 ) 
一 一 78 一 157z 一 146 妇 一 43 妇 十 10 双 十 11 好 一 2z 内 二 行 积 
外 二 行 得 
CR de— tld — lr— 162 — Se 二 25 ) 
-98 一 133zx 一 130 民 2 一 67 必 十 14x 十 11w 一 2x” 外 二 行 积 
“内 外 相 消 ， 四 约 之 ， 得 开 方 式 ”， 即 《外 二 行 积 ) 一 《内 
二 行 积 )， 以 4 约 之 ， 得 
X64r T6615=0 
开 得 x 二 5。 据 人 易 天 位 ， 即 z 一 >。 
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由 于 平面 只 有 上 、 下 、 左 、 右 四 个 方向 ， 最 多 只 能 列 
出 四 元 ， 高 出 四 元 的 方程 组 便 无 能 为 力 。 同 时 ， 互 乘 对 消 
亦 会 导致 增 根 与 减 根 问题 亦 不 可 避免 。 


第 六 说 ” 坟 积 术 、 招 差 术 


宋 元 时 期 手工 业 发 达 ， 生 产 大 量 的 坛子 、 色 子 、 壮 子 ， 
等 等 ， 扒 志 成 各 种 多 面体 的 形状 。 数 学 家 们 认识 到 ， 不 能 用 
《 九 章 算 术 》 的 多 面体 的 体积 公式 求 其 个 数 ， 于 是 产生 并 充分 
发 展 了 一 个 新 的 分 支 一 一 埃 积 术 ， 也 就 是 现今 的 高 阶 等 差 级 
数 求 和 及 其 反 求 的 算法 招 差 术 。 这 是 宋 元 数 学 高 潮 的 一 个 重 
要 方面 。 夺 一 个 数列 ， 每 相 邻 两 项 之 差 不 相等 ， 但 其 相 邻 两 
项 差 的 差 即 二 阶 差 均 相等 ， 则 称 为 二 阶 等 差 数 列 ; 同样 ， 若 
其 二 阶 差 不 相 等 ， 而 其 三 阶 差 均 相 等 ， 则 称 为 三 阶 等 差 数 列 ; 
如 此 类 推 。 二 阶 及 其 以 上 的 等 差 数 列 常常 称 为 高 阶 等 差 数 列 。 


一 坏 积 


(一 ) 沈 插 的 际 积 术 


式 积 术 原 称 际 积 术 ， 开 创 者 是 北宋 大 科学 家 沈 括 。 他 指 
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出 《 九 音 算术》 没有 求 隙 积 的 方法 。 隙 积 就 是 积 之 有 隙 者 ， 
如 将 一 颗 果 棋子、 坛 、 饶 等 拿 
起 来 。 如 图 4-6-1， 虽 然 有 和 刍 童 
的 形状 ， 但 因 中 有 空 阶 ， 若 用 
《 九 章 算术 》 的 刍 童 术 求 积 ， 数 
值 俩 小 ， 便 提出 了 隙 积 术 ， 实 图 4-6-1 “ 陈 积 

际 上 十 一 个 二 阶 等 差 级 数 求 和 问题 。 设 隙 积 的 上 底 宽 wm ， 长 
， 下 屏 宽 a;， 长， 高 n 层 ， 且 a; 一 a 二 刀 一 bb 二 n 一 1]， 际 
积 术 是 : 

S 二 a 十 (qi 十 1) (8 十 1) 十 (a 十 2) (81 十 2) 十 (a 十 3) (6 十 3) 


十 ，…a,。b ) = [C2 二 ras Di 《Zs -a )b» (wy Ql ya 


显然 ， 刍 童 状 隙 积 中 物件 的 个 数 比 刍 童 体积 多 se XCas 一 a )。 
但 是 沈 括 没 有 证 明 。 


(二 ) 杨辉 的 翅 积 术 


南宋 杨辉 《详解 九 章 算法 》 以 各 种 菜子 埃 比 类 《 九 章 》 
的 立体 ， 称 为 拒 积 术 。 其 中 和 刍 童 形 葬 子 埃 与 沈 括 的 隙 积 术 
相同 。 四 隐 拒 “〈 比 类 方 锥 、 阳 马 ) 的 求 积 公式 为 : 


S, 一 卫 十 2 十 3 十 … 十 到 一 二 ma(z 十 1) (mn 十 方 )。 


方志 〈 比 类 方 画 ) 的 求 积 公式 为 : 
一 十 人 


0 


ns 


2 


有 
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三 角 霖 〈 比 类 鳖 膝 ) 的 求 积 公式 为 ， 
S, 一 1 十 3 十 6 十 10 十 … 十 下 也 一 二 ma 十 1D)Cz 十 2)。 


不 难看 出 ， 这 都 是 二 阶 等 差 级 数 求 和 问题 。 同 时 ， 可 以 看 
出 ， 在 沈 括 的 际 积 术 中 令 a 二 6 = 二 1，as = 二 bs 二 n， 便 是 杨辉 
的 四 隅 壤 公 式 ; 令 ai 二 6 ，a; 一 名 ， 便 是 杨辉 的 方 霹 公 式 ， 
令 a 二 1,， 二 2，azs 二 n，bs 二 n 十 1， 便 成 为 两 个 三 角 霹 之 
和 。 除 以 2， 便 得 到 杨辉 的 三 角 志 公式 。 


(三 ) 朱 世 杰 的 翅 积 术 


朱 世 术 的 《 算 学 启蒙 》 《四 元 玉 鉴 》 反 映 宋 元 时 期 埃 积 
术 人 研究 的 最 高 峰 。《 四 元 玉 鉴 》 卷 中 “ 蒸 草 形 段 >、“ 如 象 招 
数 ” 和 卷 下 “杂志 又 藏 ”三 门 33 题 中 ， 都 含有 已 知 高 阶 等 差 
级 数 总 和 求 其 项 数 的 问题 。 为 了 解决 这 些 问题 ， 需 要 按照 各 
目的 求 和 公式 列 出 一 个 高 次 方程 来 ， 然 后 用 “ 正 负 开 方 术 ” 
求 其 根 。 在 这 些 问题 中 ， 朱 世 杰 提出 了 一 系列 三 角 摊 公式 : 
交 草 (或 称 焚 草 积 ) 即 自然 数列 的 求 和 公式 : 


S, 一 立 r 一 1 十 2 十 3 十 … 十 z 一 坟 m(Cz 十 1)。 


三 角 折 〈 又 称 为 落 一 形 埃 ) ， 杨 辉 已 给 出 。 
撤 星 形 才 (或 三 角落 一 形 坎 ): 


一 立 OU | TaCa 十 1) (nt2) 
=zin(nt1) (nt2) (nt3) 
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三 角 撤 星 形 霹 (或 撤 星 更 落 一 形 吉 )， 


S, 一 守 jirCr 十 DD Cr 十 2) 《Cr 十 3) 一 1 十 5 十 15 十 … 十 让 nn 十 1) 


(nn 十 2) (nn 十 3) 二 jinCnt1) (nt 2)(nT3)(nTt4)》, 
三 角 撒 星 更 落 一 形 坎 : 


S, -> I rT rr) rl1T6T2lt i 


(nt Dnt2) nt3) (nt4) =in(nt+1) Cray Cl dy wt dy 


Cia-5), 
这 些 公式 在 朱 世 杰 的 书 中 似乎 没有 条 理 ， 但 是 ， 从 它们 之 中 ， 
后 一 个 被 称 作 前 一 个 的 落 一 形 哲 ， 即 前 一 个 的 前 2 项 之 和 是 后 
一 个 的 第 ”项 来 看 ， 它 们 在 朱 世 杰 的 头脑 中 是 形成 了 一 个 完整 
的 体系 的 。 我 们 再 看 它们 与 机 宪 三 角 的 关系 : 上 述 各 级 数 依 次 
是 贾 宪 三 角 第 2、3、4、5、6 条 和 斜 线 上 的 数字 ， 而 其 和 恰恰 是 
第 3、4、5、6、7 条 斜 线 上 的 第 ”个 数字 ， 这 就 是 为 什么 朱 世 
杰 用 两 组 平行 于 左 、 右 两 斜 的 平行 线 将 机 宪 三 角 的 各 个 数 联 结 
起 来 。 可 见 ， 朱 世 杰 已 经 掌握 了 三 角 翅 的 一 般 公 式 : 


a Cr 十 1 《Fr 十 27 00 (FpO—1) 


pi Bl Co dy a Cd Bh, 


显然 ， 当 p 二 1，2，3，4，5 时 便 是 上 述 三 角 过 公 式 。 朱 世 
杰 还 解决 了 以 四 角 吉 之 积 为 一 般 项 的 一 系列 高 阶 等 差 级 数 
求 和 问题 ， 以 及 岚 峰 形 志 等 更 复杂 的 级 数 求 和 问题 。 
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二 招 差 术 


郭守敬 〈1231 一 1316)、 王 必 〈1235 一 1281) 等 元 参天 
算 学 家 曾 用 招 差 术 推 算 日 、 月 的 按 日 经 行 度数 。 朱 世态 也 
把 用 招 差 术 解决 高 阶 等 差 级 数 求 和 问题 发 展 到 十 分 完备 的 
程度 。《 四 元 玉 鉴 》“ 如 象 招 数 ” 门 第 5 问 附 : 

( 今 有 官司 ) 依 立 方 招 兵 ， 初 招 方面 三 尺 ， 次 招 方面 转 
多 一 尺 ， 得 数 为 兵 。 今 招 一 十 五 方 ，…*… 问 招 兵 …… 几 何 ? 

玉 目 ， 求 得 上 差 二 十 击 。 三 盖 三 书 万 、 吉 和 兰 二 秆 四 、 
下 差 六 。 求 兵 者 : 今 招 为 上 积 ， 又 今 招 减 一 为 萎 草 底子 
积 为 二 积 ， 又 今 招 减 二 为 三 角 底 子 积 为 三 积 ， 又 今 招 减 三 
为 三 角落 一 积 为 下 积 。 以 各 差 乘 各 积 ， 四 位 并 之 ， 即 招 其 
数 也 。 
设 日 数 为 zx，f(x) 为 第 z 日 共 招 兵 数 ， 则 逐日 招 兵 数 为 
(2 十 z)3， 当 zz 一 1，2，3，4 和 4 时 ，jFCz) 之 值 及 逐 级 老 
如 下 : 
日 数 ” 每 日 招 兵 数 
1 3 二 27( 上 差 八 ) 

37 (二 差 人 人 ) 

2 43 一 64 24 《一 关上 ) 


61 6 (四 差 八 “) 
3 53 一 125 30 
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4 6 一 216 30 


上 差 作 二 27， 二 差 八 = 二 37， 三 差 作 二 24， 四 差 八 = 二 6。 而 
上 和 只 为 729 二 积 为 以 (2 1) 为 底子 的 茜草 井 积 羡 r 一 六 mn(n 十 1)， 


三 积 为 以 n 一 2) 为 底子 的 三 角 始 积 rCr 二 1DSizCz 一 DC 一 2) 
[应 为 Sr(rD 一 an 一 D)(z 一 2)] 下 积 为 以 0 一 3) 为 底子 
的 三 角落 一 形 操 积 r(r+D(r 十 2) 一 nx 一 DG 一 2)C 一 3)[ 应 


为 243irCr 二 DG 二 2) 一 下 nD (n—2) (n—3)]。 因此 ， 求 fc» 相 
当 于 列 出 招 差 公 式 


f (n) =n 人 十 剖 n(n 一 DA? 十 En KZ 


十 了 mm 一 ]) (区 一 2 和 一 3) AAA 


这 一 公式 与 现代 通用 形式 完全 一 致 。 朱 世 杰 指出 招 老 公 
式 的 各 项 系数 恰恰 依次 是 各 三 角 夫 的 积 ， 是 他 的 突出 页 


献 。 上 式 中 ， n= 二 15， 则 f(15) 一 15X27 十 六 15X14X 
37 十 击 15X14X13 久 24 十 1115X14X13X12X6 一 


23400 (人 )， 即 为 15 日 共 招 兵 人 数 。 
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第 七 玉 ”大 衍 总 数 术 与 纵横 图 


一 ”大 衍 总 数 术 


秦 九 韶 提 出 的 “大 衍 总 数 术 ”， 即 今 之 一 次 同 余 方 程 组 解 
法 。 《孙子 算 经 》“ 物 不 知 数 ” 问 开 其 先河 。 其 解法 表明 它 在 
一 定 程 度 上 明白 了 下 面 这 个 定理 : 半 A (i 二 1，2,，…n) 是 
两 两 互 素 的 正 整数 R 二 A;，R, 也 是 正 整 数 (i 二 1，2，…n)， 
下 整数 N 满足 同 余 方程 组 N 二 R; (modA;) i 二 1]，2，…*n。 如 
果 能 找到 诸 正 整数 &;， 使 
k (LA +A)=1(modA;) ,一 1,2,n， 
则 
N=SLRk (TIA A) modllA), (4-7-D 
高 斯 〈(1777 一 1855) 的 《算术 探究 》 (1801) 中 明确 写 出 
了 上 述 定 理 。 
同 余 方 程 解法 还 来 自 于 历法 制定 中 上 元 积 年 的 计算 。 中 
国 古 代 的 历法 ， 要 假定 远古 有 一 个 甲子 日 ， 那 一 年 的 冬至 与 
十 一 月 的 合 朔 都 恰好 在 这 一 日 的 子 时 初 刻 。 有 这 么 一 天 的 年 
度 叫 上 元 ， 从 上 元 到 制定 历法 的 本 年 的 总 年 数 叫 上 元 积 年 。 
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已 知 本 年 冬至 时 刻 及 十 一 月 平 逆 时刻， 求 “ 上 元 积 年 ”在 数 
学 上 便 是 同 余 方程 问题 。 但 是 ,，“ 历 家 虽 用 ， 用 而 不 知 "， 在 
中 国 数学 史 也 是 世界 数学 史上 第 一 次 提出 一 次 同 余 方程 组 完 
整 解法 的 是 南宋 数学 家 和 桑 九 韶 

秦 九 韶 的 大 衍 总 数 术 是 : 

大 衍 总 数 术 日 : 置 诸 间 数 类 名 有 四 。 一 日 元 数 。 二 日 收 
数 。 三 日 通 数 。 四 日 复数 。 

元 数 者 ， 先 以 两 两 连环 求 等 ， 约 奇 弗 约 偶 。 或 元 数 俱 偶 ， 
约 毕 可 存 一 位 见 偶 。 或 缘 约 而 犹 有 类 数 存 ， 姑 置 之 ， 俊 与 其 
他 约 遍 而 后 乃 与 寻 置 者 求 等 约 之 。 或 诸 数 丝 不 可 尽 类 ， 则 以 
诸 元 数 命 日 复数 ， 以 复数 格 入 之 。 收 数 者 ， 乃 命 尾 位 分 硅 
作 单 零 ， 以 进 所 问 之 数 ， 定 位 旋 ， 用 元 数 格 入 之 。 或 如 意 立 
数 为 母 ， 收 进 分 厘 ， 以 从 所 问 ， 用 通 数 格 入 之 。 通 数 者 ， 
置 问 数 ， 通 分 内 子 ， 互 乘 之 ， 骨 日 通 数 。 求 总 等 ， 不 约 一 位 ， 
约 众 位 ， 得 各 元 法 数 ， 用 元 数 格 入 之 。 或 诸 母 数 繁 ， 就 分 人 
省 通 之 者 ， 骨 不 用 元 ， 各 母 仍 求 总 等 ， 存 一 位 ， 约 众 位 ， 亦 
名 得 元 法 数 ， 亦 用 元 数 格 入 之 。 复数 者 ， 问 数 尾 位 见 十 以 
上 者 。 以 诸 数 求 总 等 ， 存 一 位 ， 约 众 位 ， 始 得 元 数 。 两 两 连 
环 求 等 ， 约 奇 或 约 偶 、 复 乘 偶 ， 或 约 偶 或 约 奇 、 复 乘 奇 ， 强 
续 等 下 用 之 。 或 彼此 可 约 而 狂 有 类 数 存 者 ， 又 相 减 以 求 续 等 ， 
以 续 等 约 彼 则 必 复 乘 此 ， 乃 得 定数 。 所 有 元 数 、 收 数 、 通 
数 三 格 ， 央 有 复 乘 求 定之 理 ， 悉 可 入 之 。 求 定数 ， 勿 使 两 位 
见 偶 ， 勿 使 见 一 太 多 。 见 一 多 ， 则 借用 繁 ; 不 欲 借 ， 则 任 生 
一 。 以 定 相 乘 为 衍 母 ， 以 各 定 约 衍 母 ， 各 得 衍 数 。 
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诸 衍 数 ， 各 满 定 母 去 之 ， 不 满 日 奇 。 以 奇 与 定 ， 用 大 衍 
大 衍 求 一 术 云 ; 置 奇 右上 ， 定 居 右 下 ， 立 天 元 一 于 左上 ， 


以 右 行 上 下 以 少 除 多 ， 递 互 除 之 ， 所 得 商 数 随 即 递 互 累 乘 ， 
妥 左 行 上 下 ， 须 使 右上 来 后 奇 一 而 止 。 乃 验 左上 所 得 ， 以 为 
乘 率 。 或 奇数 已 见 单一 者 ， 便 为 乘 率 。 

置 各 乘 率 ， 对 乘 衍 数 ， 得 泛 用 。 并 泛 ， 课 衍 母 ， 多 一 者 
为 正 用 。 或 泛 多 衍 母 倍数 者 ， 验 元 数 ， 奇 偶 同 类 者 ， 损 其 半 
倍 。 各 为 正 用 数 。 或 定 母 得 一 而 衍 数 同 衍 母 者 ， 为 无 用 数 。 
当 验 元 数 同 类 者 ， 而 正 用 至 多 处 借 之 。 以 元 数 两 位 求 等 ， 以 
等 约 衍 母 为 借 数 ， 以 借 数 损 有 以 益 其 无 ， 为 正 用 。 或 数 处 无 
者 ， 如 意 立 数 为 母 ， 约 衍 母 ， 所 得 以 如 意 子 乘 之 ， 均 借 补 之 。 
或 欲 从 省 勿 借 ， 任 之 为 空 可 也 。 然 后 其 余 各 乘 正 用 ， 为 各 总 。 
并 总 ， 满 衍 母 去 之 ， 不 满 为 所 求 率 数 。 
秦 九 韶 将 上 述 定理 中 的 诸 k 叫 作 乘 率 ， 诸 A; 叫 作 定数 ，TTA, 


叫 作 衍 母 ，[L[A; 二 A; 叫 入 数 。 而 诸 A; 必须 是 两 两 互 素 的 正 
整数 ， 但 是 在 实际 问题 中 诸 A, 不 一 定 互 素 ， 甚 至 不 一 定 是 整 
数 。 秦 九 韶 针 对 不 同 的 情况 ， 提 出 了 化 约 各 种 不 同 的 问题 为 
定数 的 程序 。 由 于 中 国 古 代 没 有 因数 分 解 的 概念 ， 化 约 过 程 
走 了 从 路 ， 但 毕竟 比较 成 功 地 解决 了 这 个 问题 。 然 而 由 两 两 
不 互 素 的 元 数 求 定数 的 方法 ， 由 于 文字 过 于 简 括 ， 其 意义 在 
学 术 界 争论 较 大 。 
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(二 ) 大 衍 求 一 术 
大 衍 总 数 术 的 核心 是 大 衍 求 一 术 ， 即 求 乘 率 的 方 


法 ， 现 简介 如 下 。 为 叙述 方便 ， 我 们 将 JJA; 二 A; 记 为 G， 
将 A, 记 为 A，&k 记 为 k 大 衍 求 一 术 变 成 在 A，G 互 聚 的 
情况 下 求 满足 kG 三 1(modA) 的 & 值 。 秦 九 韶 首 先 提出 ， 如 
果 G>A, 车 G 二 g(modA),， 0 二 g 二 A， 则 kg 二 1 (modA) 
上 与 kG 二 1(modA)〉 等 价 ， 这 便 是 现代 同 余 方程 理论 中 的 传递 
性 。 因 此 问题 变 成 了 求 满足 kg 圭 1(modA)》 的 上 &。 秦 九 韶 称 g 
为 奇数 。 他 的 大 衍 求 一 术 是 : 将 g 置 于 右上 ， 人 A 置 于 右 下 、 
大 上 置 天 元 一 ，g 与 A 驾 转 相 除 ， 商 依次 是 q、q;:、…， 祭 
数 是 地、np、…， 按 一 定 规则 在 左下 、 左 上 计算 oa、cz、…， 
有 到 右上 二 1 为 止 〈 此 时 n 必定 是 偶数 )， 则 左上 的 6 一 
gcwi 十 cs_s 便 是 所 求 的 & 值 。 用 现代 符号 表示 束 古 : 


天 元 1 8 ] 8 
A A=gqi tn 
Q) 人 
1 g=rig; 十 7 C=qrttl 7 qz 
C 〇 一 9l ri qi Ci ni=reg3trs 
(3) 出 
CC my tr Or ' mn -yo 
C=—=gscs tci Ts g3 Cs rs=riqgsitr7s 
© ©) 
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这 里 要 计算 到 右上 x 二 1， 故 称 为 “ 求 一 ”?。 可 以 证 明 ， 这 种 
求 乘 率 & 的 方法 是 正确 的 。 

求 出 乘 率 加 ,i 一 1，2，。，3，wn 之 司 ， 骨 (4-7-1》 或 来 
得 答案 。 


(三 ) 大 衍 总 数 术 的 应 用 


柔 九 韶 把 大 入 总 数 术 不 仅 用 于 历法 推算 ， 而且 用 于 建 
咏 、 行 程 、 票 米 交 易 、 库 额 利息 ， 甚 至 断案 等 问题 。 刘 以 
“ 余 米 推 数 ” 问 为 例 。 有 一 米 铺 投诉 被 盗 去 三 算 秒 米 ， 不 知 
数量 。 左 算 剩 1 合 ( 音 ge)， 中 第 剩 14 合 ， 右 算 剩 1 合 。 
后 提 到 盗 米 贼 甲 、 乙 、 丙 。 甲 说 ， 当 夜 他 摸 得 一 只 马 构 ， 
用 马 构 将 左 自 的 米 囊 入 布袋 ; 乙 说 ， 他 踢 着 一 只 木 履 ， 用 
木 履 将 中 算 的 米 玫 入 布袋 ; 再说 ， 他 摸 得 一 只 漆 硫 ， 用 漆 
碗 将 右 算 的 米 囊 和 布袋。 三 人 将 米 拿 回 家 食用 , 日 久 不 知 
其 数 ， 遂 交 出 作案 工具 。 量 得 一 马 榴 容 19 合 ， 一 木 履 17 
合 ， 一 漆 碗 12 合 。 问 共 丢 失 的 米 数 及 三 人 所 盗 的 米 数 。 这 
是 求 同 余 方程 组 N 寺 1(mod19) 圭 14(mod17) 二 1 (mod12) 
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的 解 N。 由 于 19、17、12 两 两 互 素 ， 便 为 定数 。 衍 母 为 19x 
17X12 二 3876， 衍 数 依 次 是 17X 12== 204，19 X 12 二 228， 
19X17 二 323。 求 分 别 满足 X204 寺 1 (mod19)，ks X 228 圭 
1(mod17)，k X323 寺 1 (mod12〉 的 乘 率 ，k,，k3。 由 于 衍 
数 分 别 大 于 定数 ， 便 用 定数 减 衔 数 ， 得 奇数 14，7，11。 问 题 
恋 成 求 分 别 满足 & X14 寺 1(mod19),， ks X7 夺 1(mod17),， ks xX 
11 寺 1(mod12) 的 如 ，k。，ks。 求 的 程序 是 : 


1 14 ] 14 王 5X2 十 4 3 二 2X1 十 1 4 2 
19==]4 兴 1]--5 1 8 有! 三 十 双 由 1 
(DD 2 (3) 

3 d==] X31 19= M4 1 了 
d==] | h 4 1 
(4) ©) 
艳 Ri 一 15。 求 了 2 的 程序 : 

1 1 7=3X323+] 5=2X2T1 1 2 
17 王 7 汉 2 十 3 2=2X1 3 2 2 3 
CE 0 (3) 

故 ks =。 求 Ra 的 程序 : 

1 i 二 0 TiO EE 
19=11X1+T1 1 1 1 LL 记 
QD) © 3) 

故 有 二 11。 于 是 


N=] X15X204 十 14X5X228 十 1X11X 
393(mod3876) 三 22573(mo0d3876) 二 3193。 
每 自 米 数 3193 合 ， 甲 、 丙 盗 米 各 为 3192 合 ， 乙 盗 米 3179 
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n> 


， 共 盗 米 9563 合 。 


二 ”纵横 图 


(一 ) 纵横 图 与 河 图 、 洛 书 


纵横 图 亦 称 约 方 。 易 纬 《 乾 凿 度 》 说 : “ 太 乙 取 其 数 以 
行 九 宫 ， 四 正四 维 恬 合 于 十 五 ”郑玄 注 说 : 太 帝 所 居 的 紫 
宫 在 中 央 ， 八卦 神 所 居 的 宫 在 八方 。 太 乙 神 依据 一 定 的 顺 
序 巡 行 九 富 ， 巡 行 的 次 第 就 形成 了 九宫 数 。 甄 弯 《 数 术 记 
遗 注 》 摘 绘 说 : “九宫 者 ， 二 、 四 为 户 ， 六 、 八 为 足 ， 左 三 
右 七 ， 戴 九 履 一 ， 五 居中 央 。” 见 图 4-7-1 (3)。 

宋 癸 将 九宫 数 与 河 图 、 洛 书 联系 起 来 。 河 图 、 洛 书 出 
目 《 周 易 。 系 秤 上 》。 但 直到 唐 朝 ， 学 者 们 都 没有 说 明 河 
图 、 洛 书 究竟 是 什么 。 宋 颂 对 九宫 数 是 河 图 还 是 洛 书 ， 也 
说 法 不 一 。 南 宋朝 杨辉 将 “九宫 数 ” 称 为 纵横 图 ， 在 某 种 
程度 上 剥 去 了 九宫 数 的 神秘 主义 外 衣 。 九 富 数 就 是 三 阶 纵 
横 图 。 


(二 ) 杨辉 等 的 三 阶 四 阶 纵横 图 及 其 构造 法 


杨辉 等 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 上 记录 了 大 量 的 纵横 图 ， 
给 出 了 许多 纵横 图 的 构造 方法 ， 表 明 这 些 图 形 的 构造 是 有 
规律 可 循 的 。 
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杨 瘤 等 给 出 了 三 阶 纵横 图 的 构造 方法 : “ 九 子 斜 排 ， 上 
下 对 易 ， 左 右 相 更 ， 四 维 挺 出 .” 如 图 4-7-1。 


< 人 
CC 
<> < 
(1) 九 子 斜 排 ” (2) 上 下 对 易 ， 左 右 相 更 。 (3) 四 维 挺 出 
图 4-7-1] 三 阶 纵 横 图 构造 法 
三 阶 纵横 图 是 唯一 的 ， 但 四 阶 纵 横 图 却 有 多 种 。 杨 注 
“ 易 换 术 ” 日 ， “以 十 六 子 依 次 第 作 四 行 排列 ， 先 以 外 四 角 
对 换 …… 后 以 内 四 角 对 换 。” 这 便 是 构造 四 阶 纵 横 图 的 一 种 
方法 (图 47-2)。 在 “总 术 ” 中 ， 杨 辉 给 出 构造 四 阶 纵 模 图 
的 一 般 方法 。 第 一 步 是 “ 求 积 ”， 即 求 出 每 行 或 每 列 的 数字 
之 和 应 为 多 少 ， 杨 辉 把 前 16 个 自然 数 当 做 一 个 等 差 数 列 ， 
用 求 和 公式 〈2-4-9) 求 得 S 一 136， 进 而 求 得 每 行 之 数 34。 
第 二 步 是 求 等 ， 即 设法 使 每 行 、 每 列 的 数字 之 和 等 于 34。 


图 4-7-2 ”四 阶 纵横 图 构造 法 

求 等 术 日 : 以 子 数 分 两 行 
-一 Sex 2 四 天 7 七 八 
二 过 “千惠 十 轩 半 三 本 一 十 一 和 十 起 
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而 二 子 沧 等 《十 十 7， 又 分 为 西行 ， 
而 交行 先 等 三 十 四， 乃 不 易 之 坟 ， 
却 以 此 编排 直行 之 数 ， 使 名 如 元 求 
一 和 之 各 三 十 巡 而 由 ， 

依 此 本， 杨辉 构造 数字 方 阵 如 图 4- 
712， 然后 再 “编排 直行 之 数 ”。 杨 
涟 说 : “ 强 墨 既定 ， 则 不 患 数 之 不 图 4-7-3 ”四 阶 纵横 图 
以 也 。” 意思 是 掌握 了 规律 ， 就 不 难 作出 纵横 图 ， 如 图 4-7-3， 


(三 ) 杨辉 等 的 五 阶 及 其 以 上 纵横 图 


对 五 阶 及 其 以 上 的 纵横 图 ， 杨 辉 只 画 出 图 形 而 未 留 下 作 
法 。 但 他 所 画 的 五 阶 至 十 阶 纵横 图 全 都 准确 无 误 ， 可见 他 已 
等 握 了 高 阶 纵横 图 的 构成 规律 。 对 于 n 阶 纵横 图 ， 他 总 结 出 
求 和 4] 方 和 及 幻 和 的 公式 。“ 并 上 下 数 ， 以 高 数 乘 之 ， 折 半 ” 得 
XJ] 方 和 ， 杨 辉 称 为 “ 共 积 ”或 “总 积 ”。 其 中 上 数 为 1， 下 数 


与 高 为 ， 所 以 该 公式 可 表 为 5 lalla fa 
(WW 十 1)。 把 纪 方 和 “以 行 数 除 之 ”， mi7isin 
fi +, 杨 光 || | | |: 
入 lolale 

杨辉 的 五 五 图 (图 4-7-4) 即 


五 阶 纵横 图 ， 每 行 、 每 列 及 每 条 对 图 4.7-4 五 五 图 
角 线 上 的 数字 和 均 为 65。 它 可 能 是 用 镶 边 法 构成 的 ， 用 这 
种 方法 可 以 由 小 到 大 获得 任意 阶 纵横 图 ， 
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世 在 五 阶 纵横 图 外 镶 一 边 ， 可 得 七 阶 纵横 图 ; 再 馈 一 边 ， 
可 得 九 阶 纵横 图 。 类 似 地 ， 可 用 镶 边 法 由 四 阶 纵横 图 依次 得 
到 六 阶 、 八 阶 和 十 阶 纵横 图 。 这 种 镖 边 不 是 唯一 的 ， 所 以 杨 
次 的 五 阶 、 六 阶 、 七 阶 和 八 阶 纵横 图 分 别 有 两 例 。 他 把 第 一 


例 称 为 阴 图 ， 可 见 第 一 例 为 阳 ， 
阴 、 阳 二 图 是 众多 纵横 图 的 代表 。 
五 五 图 的 阴 图 (图 4-7-5) 并 
非 传统 意义 的 纵横 图 ， 因 为 其 各行 
各 列 的 和 不 唯一 ， 而 是 有 两 个 
15 | 30 


C105, 1 7 

图 4-7-5 五 五 阴 图 

杨辉 的 “六 六 图 ”图 (图 全 全 

6) 及 其 “ 阴 图 ”( 图 47-7) 为 六 阶 纵横 图 , “纵横 一 百 一 十 一 ， 
闪 积 六 百 六 十 75。 
因 国 四 四 四 轧 
回回 因 加 加 可 
四 加 四 因 因 四 
回回 四 加 可 可 


轩 四 加 四 四 加 
asho ll ls 
sslasllelss) sslshol lls 
图 4-7-6 ”六 六 图 图 4-7-7 六 六 图 阴 图 

杨辉 的 “ 衍 数 图 ” (图 4-7-8) 及 其 “ 阴 图 (图 4-7-9) 
为 七 阶 纵横 图 ， “纵横 一 百 七 十 五 ， 折 积 一 圭一 下 二 十 我 。 
此 图 的 命名 源 于 《周易 。 系 秤 少 “大 衍 之 数 五 十 ， 其 用 
中 十 有 九 。” 而 七 阶 纵横 图 恰 有 四 十 九 数 。 
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图 4-7-9 衍 数 图 阴 图 


图 4-7-8 衍 数 图 
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(图 47-10〉 及 其 “ 阴 图 ” (图 4- 


杨辉 的 “ 易 数 图 ” 
为 八 阶 纵横 图 , “纵横 


日 2 共 积 二 千 八 十 。” “ 易 数 ” 


人 
一 一 一 一 全 


改称 


同 同样 取 自 《周易 》， 因 为 《周易 》 中 有 六 入 六 十 四 圭 ， 


易 数 图 阴 图 


图 4-7-11 


图 4-7-10 易 数 图 


人 
一 一 -全 
一 一 一 -全 


杨辉 的 “ 九 九 图 ”( 图 4-7-12) 为 九 阶 纵横 图 ,， “纵横 
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(图 4- 


“百子 图 ” 


十 一 。” 
为 十 阶 纵横 图 , “纵横 五 百 五 ， 共 积 五 千 五 十 。” 


es 
= 一 一 全 
sd 


日 六 十 九 ， 共 积 三 干 
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小 


因 因 图 加 图 国 占 晶 
oo 人 | 和 WIC” 


Oo 


回国 固 园 四国 国 自 
| 和 I 


+ 


一 | OO 
固 鲜 回国 相国 辐 目 


| 
99 
3 
97 
加 
95 


‘DO 

NO 一 一 i 
图 国 上 日 因 目 图 日 
WIDIAIDI 和 TID 
NICO 


nn 


‘DO 
Un 


~] | WWIIWIO| 
| QI 人 |00|INDIO 


| 
WIIOIO oo | 
已 | 让 ww 人 | 
ee 
WIOIDI 和 和 AIDODI 和 和 AID 
WIAIOIO|I 人 BIm|D 


14 
国 加 四 四 因 四 因 四 四 旧 E 
a6|aalea li9 [37|ss|24la2l6o| ial9 [a2la9ls2la9l72l6l92le 


s3leal 1 laoleolo ls] [sisol7il7olsilsolsilsolrilio 


图 4-7-12 九 九 图 图 4-7-13 百子 图 
值得 注意 的 是 ， 杨 辉 之 前 ， 纵 横 图 都 是 方形 的 。 但 杨辉 等 
在 百子 图 之 后 ， 给 出 各 种 形状 的 纵横 图 ， 从 而 开 麻 了 纵横 图 研 
究 的 新 领域 。 聚 五 图 (图 47-14) “二 十 一 子 作 二 十 五 子 用 ”， 
每 五 子 的 和 为 65， 实 际 是 五 阶 纵横 图 。 聚 六 图 (图 4-7-15) 


22D (8X13) 
DO LS 
2 
(BECOD 
Oe OD 
图 4-7-14 聚 五 图 图 4-7-15 聚 六 图 


“六 子 回环 各 一 百 一 十 一 ”。 聚 八 图 (图 4-7-16) “二 十 四 于 
作 三 十 二 子 用 ”， 每 个 圆圈 上 的 数字 和 为 100。 攒 九 图 “〈 儿 
4-7-17) “和 斜 直 周围 各 一 百 四 十 七 >， 即 每 条 直径 〈 外 圆 ) 上 
的 数字 和 为 147。 实 际 上 ， 揭 九 图 的 每 个 同心 圆 的 数字 和 都 
相等 ， 为 138。 八 阵 图 (图 4-7-18) “ 八 八 六 十 四 于， 总 积 
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二 王八 十 ， 以 八 子 为 一 队 ， 纵 横 二 百 六 十 。” 连 环 图 (图 4- 
9 七 十 于 于 粹 积 二 王座 百 二 十 作 ; 羽 矿 学 为 二 瞻 ， 弘 
模 各 二 百 九 十 二 。” 


a 6 
7 
c3 DON 


图 4-7-18 人 入 阵 图 图 4-7-19 连环 图 
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1303 年 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》 出 版 之 后 ， 中 国 数学 的 
鲜 究 方 同 发 生 了 重大 转变 。 从 元 中 叶 到 明 末 的 300 余年 间 ， 
从 事 数学 工作 的 人 相当 和 多， 产生 的 数学 著作 也 不 比 前 代 少 ， 
在 某 种 意义 上 说 数学 活动 相当 活跃 。 

但 是 数学 家 们 的 兴趣 大 都 在 为 大 众 百 姓 提供 实用 的 数 
学 若 识 和 方法 上 ， 数 学 歌 识 和 难题 杂 法 等 非常 流行 。 最 迟 
在 南宋 产生 的 珠算 逐步 普及 ， 从 市 井 流传 到 知识 界 ， 不 仅 
侮 算 方 法 和 口诀 移植 到 珠算 中 ， 而 且 创 造 了 珠算 开 方 法 ， 
到 16 世纪 后 期 ， 用 珠算 几乎 可 以 完成 筹 算 的 所 有 运算 。 筹 
算 最 终 退出 了 数学 舞台 ， 明 末 的 数学 家 甚至 “ 握 算 不 知 纵 
模 ”， 对 算 筹 已 经 相当 陌生 了 。 珠 算 逐 渐进 入 了 数学 著作 。 
元 代 至 明 初 的 数学 著作 还 不 见 珠算 的 痕迹 ， 到 明 中 叶 吴 敬 
的 《 九 章 算 法 比 类 大 全 》 〈1450)、 王 文 素 的 《 算 学 宝 鉴 》 
(1524) 等 已 经 是 筹 算 与 珠算 并 用 的 著作 。 而 自 16 世纪 后 期 
起 ， 如 徐 心 鲁 的 《 盘 珠 算法 》 (1573)、 柯 尚 迁 的 《数学 通 
轨 》(〈1578)、 程 大 位 的 《算法 统 宗 》 (1592) 、《 算 法 繁 要 》 
(1598)、 黄 龙 吟 的 《算法 指南 》 (1604)， 等 等 ， 都 完全 是 
珠算 着 作 。《 算 法 统 宗 》 问 志 后 非常 受 欢迎 ， 远 及 朝鲜 、 日 
本 、 越 南 等 国 。 它 不 断 被 翻印 、 改 编 ， 甚 至 在 程 大 位 在 世 
时 就 出 现 姿 版 ， 是 中 国 古 代 刻 印 次 数 最 多 ， 印 刷 量 最 大 的 
数学 闭 作 ， 在 普及 珠算 方法 上 发 挥 了 极 大 的 作用 。 
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明代 还 有 一 些 数 学 家 ， 如 顾 应 祥 、 唐 顺 之 、 周 述 学 等 ， 
关注 理论 数学 的 研究 ， 写 了 某 些 专题 性 著作 。 例 如 ， 顾 应 祥 
的 《 勾 股 算术 》(1533)〉 专门 研究 色 股 问题 , 《 测 圆 海 镜 分 类 
释 术 》(1550) 专门 研 究 勾 股 容 贺 问题, 《 弧 矢 算 术 》 (1552) 
专 论 弧 矢 形 的 弧 、 矢 、 弦 、 缘 、 积 相 求 问题 。 庸 顺 之 的 儿 访 
短文 也 都 是 各 论 一 个 问题 。 朱 载 博 的 《 算 学 新 说 》 (1584 年 
成 书 ，1603 年 出 版 ) 和 《 嘉 量 算 经 》 致 力 于 用 数学 方法 解决 
乐 律 问题 。 周 述 学 的 《神道 大 编 历 宗 算 会 》(1558〉 基本 上 也 
属于 这 一 类 。 但 是 ， 这 几 位 明代 水 平 最 高 的 数学 家 都 不 必 末 
元 数学 的 增 乘 开 方 法 、 天 元 术 、 四 元 术 等 几 项 重大 创造 ， 对 
一 次 同 余 方程 组 解法 和 夫 积 术 ， 有 的 数学 家 虽 有 涉猎 ， 却 还 
没有 达到 秦 九 韶 、 朱 世 杰 的 高 度 。 顾 应 祥 看 到 李 治 《 测 圆 海 
镜 》 用 天 元 术 列 方程 的 方法 ,“ 漫 无 下 手 之 处 ”。 他 买 配 还 珠 ， 
在 《 测 圆 海 镜 分 类 释 术 》 中 将 天 元 术 全 部 删除 ， 其 至 训 讽 于 
冶 “ 金 针 不 度 ”。 

同时 ， 明 代理 论 数 学 落后 的 一 个 重要 侧面 是 汉 唐 宋 元 
经 典 数 学 著作 的 失传 。《 永 乐 大 典 》 将 当时 能 找到 的 汉 唐 宋 
元 算 书 分 类 抄 入 ， 除 《四 元 玉 鉴 》 等 著作 外 ， 都 有 着 录 ， 
应 该 说 是 相当 可 观 的。 但 是 皇宫 所 藏 这 些 数学 经 典 在 迁 虱 
北京 时 大 都 散 佚 。 汉 唐 宋 元 算 书 ， 除 归 人 天 文 类 的 《 周 钥 
算 经 》、 被 视 为 术 数 著作 的 《 数 术 记 遗 》 外 ， 全 然 没 有 新 的 
刻本 问世 。 明 代 关 于 《 九 章 算术 》 的 著述 不 少 ， 但 包括 天 
和 敬 、 王 文 素 等 在 内 的 数学 家 ， 都 没有 见 过 传 本 《 九 章 自 
术 》， 只 是 从 杨辉 的 《详解 九 章 算 法 》 中 了 解 《 九 章 算术 》 
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的 一 些 题目 ， 常 常 张冠李戴 。 到 明 末 民间 所 藏 《 九 音 算 术 》 
只 有 半 部 孤本 ,《 海 岛 算 经 》、 《五 经 算术 》 不 见 踪影 ， 十 部 
算 经 的 其 他 算 经 也 只 有 孤本 ， 藏 于 藏书 家 手中 ， 

正当 中 国明 代数 学 衰微 的 时 候 ， 西 方 却 经 历 着 文艺 复 
兴 ， 发 达 的 古 希 腊 数学 被 重新 发 掘 出 来 ， 同 时 引进 东方 的 
数学 方法 ， 创 造 了 若干 新 的 数学 分 支 和 方法 。 西 方 数学 明 
显 超过 了 中 国 。 西 方 初等 数学 在 明 末 一 传人 中 国 ， 先 进 的 
数学 家 便 开 始 了 研究 ， 从 此 中 国 数学 迈 入 中 西数 学 融会 贯 
通 的 时 期 ， 开 始 了 融入 世界 统一 的 数学 的 艰难 历程 。 明 末 
至 清末 的 中 国 数学 大 体 可 以 分 成 三 个 阶段 : 

第 一 个 阶段 自明 未 至 清 雍 正 元 年 〈1723) 。 明 未 传教 士 
利 玛 窦 等 来 华 ， 与 徐光启 合作 翻译 《几何 原本 》 (前 6 卷 ， 
1608) 等 西方 数学 著作 。 此 后 初等 几何 学 ， 以 及 三 角 学 、 
对 数 等 西方 初等 数学 逐步 传人 中 国 ， 明 末 人 徐光启、 李 志 藻 、 
清 初 王 锡 前 、 梅 文 易 等 数学 家 接受 消化 西方 数学 ， 并 有 许 
多 创造 。 康 申 帝 重视 数学 ， 他 下 诏 组 织 梅 席 成 等 数学 家 总 
结 传 人 的 西 算 知 识 ， 编 纂 《数理 精 草 》53 卷 ， 对 后 志 影 响 
极 大 。 

第 二 个 阶段 自 雍 正 元 年 赶 走 传教 士 至 19 世纪 40 年 代 ， 
西方 数学 停止 传人 。 数 学 家 们 继续 研究 前 此 传人 的 西 算 ， 
以 明 安 图 、 董 祝 诚 、 项 名 达 等 对 三 角 函 数 的 寡 级 数 展开 式 
的 研究 ， 徐 有 王 、 戴 蟾 、 李 善 兰 等 对 对 数 孔 数 、 指 数 函 数 
展开 去 的 研究 贡献 最 大 。 李 善 兰 的 “ 尖 锥 求 积 术 ”在 接触 
西方 的 微 积 分 学 之 前 独立 提出 了 几 个 与 定 积分 相当 的 求 积 
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公式 。 而 更 多 的 数学 家 则 着 力 于 传统 数学 著作 的 寻求 、 整 
理 与 研究 。 乾 隆 三 十 八 年 (1773) 戴震 在 《四 库 全 书 》 人 饰 
从 《永乐 大 典 》 中 辑录 出 《 九 章 算术 》 等 7 部 汉 唐 算 经 ， 并 
加 校勘 ， 收 入 《四 库 全 书 》 和 《武英 殿 聚 珍 版 丛书 》。 戴 震 
随即 又 整理 汉 唐 十 部 算 经 ， 此 后 被 称 为 《 算 经 十 书 》»， 多 次 
刊刻 ， 对 后 世 影 响 极 大 。 此 后 ， 人 们 又 陆续 寻求 到 《 数 书 
九 章 》、《 测 圆 海 镜 》、《 益 古 演 段 )、《 算 学 启 家 》 《四 元 玉 
鉴 》 等 宋 元 数 学 著作 ， 并 开展 研究 ， 一 直 延 续 到 清末 。 其 
中 汪 菜 、 李 锐 等 对 方程 论 的 研究 有 许多 创新 。 

1840 年 的 鸦片 战争 ， 帝 国 主 义 用 坚 船 利 炮 麦 开 闭 关 锁 
国 的 清 帝 国 的 大 门 ， 自 19 世纪 50 年 代 起 西方 数学 第 二 次 传 
入 ， 直 到 清末 ， 这 是 第 三 个 阶段 。 李 善 兰 与 传教 士 伟 烈 亚 
力 翻 译 了 罗 密 士 的 《 代 微 积 拾 级 》18 卷 ， 是 为 微 积 分 学 传 
入 中 国之 始 。 他 们 还 翻译 了 《几何 原本 》 后 9 卷 ， 棣 请 甘 的 
《代数 学 》13 卷 ， 李 善 兰 与 艾 约 瑟 还 翻译 了 《圆锥 曲线 说 》 
3 卷 ， 华 某 芳 与 传教 士 傅 兰 雅 翻译 了 《代数 术 》25 卷 , 《 答 
积 溯源 》8 卷 ,《 三 角 数 理 》12 卷 , 《代数 难 题解 法 》16 卷 ， 
《 决 疑 数学 》10 卷 ,《 合 数 术 》11 卷 ， 其 中 《 决 疑 数学 》 蚌 
为 西方 概率 论 传 人 中 国之 始 。 这 一 次 数学 知识 传人 的 规模 
之 大 ， 内 容 之 高 深 , :学 科 之 多 ， 都 远 远 超过 第 一 次 传人 。 
李 善 兰 、 夏 蛮 翔 、 华 某 芳 等 数学 家 都 开展 了 对 这 些 内 容 的 
研究 ， 取 得 了 某 些 新 的 成 采 。 

清朝 后 期 统治 集团 中 的 开明 人 士 倡导 洋务 运动 ， 将 数 
学 知识 看 成 富国 强 兵 、 抵 御 外 侮 的 有 力 工 具 。 他 们 设立 同 
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文 亿 ， 在 其 中 开设 算 学 馆 ， 其 他 洋务 学 校 也 设立 了 算 学 科 ， 
这 些 翻 译 的 著作 和 某 些 中 国 传 统 数学 内 容 成 为 教材 。20 世 
纪 急 ， 刻 科举， 颁 行 癸 卯 学 制 (1903) 之 后 ， 中 国 传统 数 
学 中 断 ， 中 国 数学 走 上 了 融入 世界 统一 的 数学 的 进程 . 

有 清 一 代 ， 官 方 对 数学 教育 之 重视 ， 知 识 分 子 对 数学 
认识 之 高 ， 数 学 家 对 数学 研究 之 执著 ， 出 版 数学 著作 之 多 ， 
涉及 的 数学 分 支 之 广泛 ， 远 远 超 过 历代 任何 一 个 王朝 。 数 
学 成 采 和 数学 水 平 已 经 远 远 超过 宋 元 数 学 。 但 是 与 世界 数 
学 抑 进 水 平 比 较 ， 差 距 却 越 来 越 大 。 明 未 清 初 ， 中 国 数学 
家 开始 接受 西方 的 三 角 函 数 与 对 数 知识 的 时 候 ， 这 个 差距 
仅 几 十 年 ， 到 19 世纪 50 年 代 微 积分 学 介绍 到 中 国 的 时 候 ， 
考 距 已 达 一 百 多 年 。 不 过 ， 包 括 微 积分 在 内 的 数学 知识 在 
有 清 一 代 广泛 的 传播 ， 人 们 对 数学 认识 的 提高 ， 为 中 国 数 
学 在 20 世纪 完成 融入 世界 统一 的 数学 的 过 程 ， 准 备 了 并 不 
贫 交 的 土壤 。20 世纪 新 文化 运动 之 后 中 国 现代 数学 正 是 在 
此 数学 土壤 上 发 展 起 来 的 。 
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